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En faisant paraître le premier Volume des Œuvres de Charles 
Hermite, je uens à dire combien j'ai été aidé dans cette publi- 
cation par un géomètre distingué, Xavier Stouff, professeur à la 
Faculté des Sciences de Besançon, enlevé il y a deux ans par une 
mort prématurée. Dans plusieurs Mémoires d'Hermite publiés à 
l'étranger, des fautes d'impression s'étaient glissées, et, pour les 
corriger, il a été parfois nécessaire de reprendre de longs calculs. 
Cette revision du texte a été l’occasion de remarques, dont il m'a 


paru utile d'indiquer quelques-unes sous la forme de notes très 
brèves. 


La Préface qui suit est la Lecon que j'ai faite à la Sorbonne 
sur l’'OEuvre scientifique de Charles Hermite quelques semaines 
après sa mort. Le portrait, inséré dans ce Volume, est la repro- 


duction d’un dessin au crayon représentant Hermite à l’âge d’en- 
viron vingt-Cinq ans. 


Émize PICARD. 
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ii DL «st 2 


CRA ME ven ae 


PRÉFACE. 


Vous savez, Messieurs, la perte immense qu’a faite la 
Science française le 14 janvier dernier. La mort de M. Her- 
mite touche particulièrement l'Université de Paris, où lil- 
lustre géomètre a occupé de 1869 à 1897 la chaire d'Analyse 
supérieure. Il n’a pas voulu qu’on prit la parole sur sa tombe ; 
nous n'avons donc pas pu entendre les voix autorisées qui 
auraient dit ce que lui doivent la Science et l'Enseignement. 
Cette grande vie scientifique demandera des études appro- 
fondies, qui se préparent certainement de différents côtés. A 
défaut d’une telle étude, qu'il me soit permis aujourd’hui, en 
reprenant cette année mon cours dans cette chaire qui fut 


celle de M. Hermite, de jeter un coup d’œ1l sur son œuvre. 


Charles Hermite naquit à Dieuze, en Lorraine, le 24 dé- 
cembre 1822; 1l fit ses études au collège de Nancy, et les 
termina à Paris au collège Henri IV et au collège Louis-le 
Grand. {1 eut à Louis-le-Grand comme professeur de Mathé- 


maliques spéciales un maitre distingué, M. Richard, qui, 
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quinze ans auparavant, avait été le professeur d’Évariste 
Galois. Tout en suivant les cours du collège, le jeune Her- 
mite allait lire à la bibliothèque Sainte-Geneviève le Traité 
de la résolution des équations numériques de Lagrange, 
et il achetait avec ses économies la traduction française des 
Recherches arithmétiques de Gauss : « C’est surtout dans 
ces deux livres, aimait-il plus tard à répéter, que j'ai appris 
l’Algèbre. » L’excellent M. Richard s’alarmait un peu de 
voir son élève si loin des programmes d’examen, mais il n’en 
disait pas moins un jour au père d’Hermite, quine se rendait 
peut-être pas très bien compte de la valeur du compliment 
« C’est un petit Lagrange. » Le premier volume des Nou- 
velles Annales de Mathématiques, fondées en 1842, renferme 
deux Notes signées de Charles Hermite, élève du collège 
Louis-le-Grand. L'une n’est qu'un exercice, mais, dans la 
seconde, on reconnait un lecteur assidu de Lagrange qui a 
déjà beaucoup réfléchi sur la théorie des équations. L'objet 
de ce travail est de démontrer l’impossibilité de la résolution 
algébrique des équations du cinquième degré; la démonstra- 
tion très simple qu’on y trouve pourrait, avec de légères 
additions, devenir classique. Hermite entre à l'École Poly- 
technique à la fin de 1842; les exercices de l'École ne l’em- 
pêchent pas de poursuivre ses méditations mathématiques, 
et, dès le mois de janvier 1843, 1l écrit à Jacobi1, sur le conseil 
de Liouville, pour lui faire part de ses recherches sur les fonc- 
tions abéliennes. Le grand géomètre allemand avait, par une 
merveilleuse divination, montré quelques années auparavant 
comment on devait généraliser le problème de l’inversion de 
l'intégrale elliptique. Mais les propriétés essentielles des nou- 
velles transcendantes étaient si peu connues, qu'un géomètre, 


doué cependant d’une rare pénétration, se méprenait encore 
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en 1844 sur leur nature, faute d’avoir saisi le principe fonda- 
mental relatif à la coexistence des périodes; les travaux de 
Gôüpel et de Rosenhain ne devaient venir que-quelques années 
plus tard. Hermite étend aux fonctions abéliennes le théo- 
rème donné par Abel pour la division de l'argument dans les 
foncuons ellpuques; il montre que les équations correspon- 
dantes sont résolubles par radicaux, et il traite de l’abaisse- 
ment de l'équation relative à la division des fonctions com- 
plètes. L'année suivante, en août 1844, Hermite envoie à 
Jacob1 une seconde Lettre où il étudie le problème de la 
transformation des fonctions elliptiques. Son but est d’abord 
de retrouver les résultats énoncés par Jacobi sur cette ques- 
tion capitale, mais on trouve, en réalité, dans ce Mémoire, 
tous les principes de la théorie des fonctions © de différents 
ordres, fonctions quelquefois désignées sous le nom de fonc- 
lions intermédiaires et si importantes pour la théorie géné- 
rale des fonctions doublement périodiques. Ces deux Lettres 
intéressèrent vivement Jacobi, qui fit au jeune mathématicien 
français l'honneur de les insérer dans l'édition complète de 
ses Œuvres. On a souvent cité les dernières phrases de la 
réponse de Jacobi, qui possédait de son côté plusieurs des 
résultats indiqués par son correspondant. « Ne soyez pas 
fâché, Monsieur, si quelques-unes de vos découvertes se sont 
rencontrées avec mes anciennes recherches. Comme vous 
dûtes commencer par où je finis, 1l y a nécessairement une 
petite sphère de contact. Dans la suite, si vous m’honorez de 
vos Communications, je n'aurai qu’à apprendre. » Une autre 
phrase, celle-là d’un intérêt purement mathématique, mérite 
encore d'être retenue : « En cherchant, disait Jacobi, à tirer 
la transformation directe des propriétés des fonctions ©, sans 


faire usage de leurs décompositions en facteurs infinis, vous 
H. — I. b 
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avez pensé savamment aux cas, plus généraux, où probable- 
ment on doit se résigner à l'impossibilité d’une décomposition 
en facteurs. » Cette remarque devait fructifier dans l'esprit 
d'Hermite ; nous la retrouverons plus tard dans son Mémoire 
célèbre sur la transformation des fonctions abéliennes. 
C’est principalement de théorie des nombres que s’occupe 
Hermite dans les années suivantes. Il y est conduit d’abord 
par le théorème purement arithmétique de Jacobi sur Pim- 
possibilité d’une fonction d’une variable à trois périodes, et 
peu à peu la lecture assidue des Recherches arithmé- 
tiques de Gauss l’amène à des problèmes de plus en plus 
étendus. La théorie des formes et les irrationnelles algé- 
briques font alors l’objet des méditations profondes d’Her- 
mite qui, continuant sa correspondance avec Jacobi, lui 
envoie quatre Lettres sur la théorie des nombres. Rien ne 
montre mieux que ces Lettres le génie d’'Hermite; la puis- 
sance d'invention sur des sujets aussi nouveaux et aussi diffi- 
ciles y est prodigieuse. Les idées s’y pressent abondantes et 
touffues ; elles seront développées et précisées dans des Mé- 
moires ultérieurs, et il en est plus d’une dont la fécondité 
n’est pas aujourd’hui épuisée. C’est dans la théorie des formes 
quadratiques à un nombre quelconque de variables que se 
trouvent les principes des méthodes employées : 1lest d’abord 
établi que, étant donnée une forme quadratique à variables 
et à coefficients réels quelconques, le minimum de la forme 
pour des valeurs entières qui ne sont pas toutes nulles est 
inférieur à VD, en désignant par D la valeur absolue du 


déterminant, et par 9, une quantité numérique dépendant 


n—1 
| /3\ 5 
seulement de ». Hermite a donné pour ce nombre (5) :on 
4 


a depuis obtenu pour #, une valeur inférieure, mais le point 
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essentiel est, pour un nombre donné de variables, la limi- 
tation du minimum à l’aide du déterminant seul de la forme, 
quoique dans certaines questions 1l puisse être avantageux 
d’avoir la moindre valeur possible. Ce résultat obtenu, une 
considération extrêémement originale permet, en premier lieu, 
à Hermite de l'appliquer à la généralisation de la théorie des 
fractions continues, en cherchant l’approximation simultanée 
de plusieurs quantités au moyen de fractions ayant même 


dénominateur m»; l'erreur dans cette représentation appro- 


, Var I à . 
chée de # quantités est de l’ordre —;—: C’est un point sur 
m m 


lequel il convient d'insister, non pas seulement à cause de 
l'intérêt du résultat, mais parce que nous avons là le premier 
et mémorable exemple de cette introduction des variables 
continues dans la théorie des nombres, que nous allons 
bientôt retrouver dans des problèmes plus vastes. 

Dans le cas d’une seule grandeur À, le résultat est bien 
simple, mais met remarquablement en évidence le rôle de la 
variable continue; Hermite considère la forme quadratique 
linéaire | 

NE CLP fers _ 
A étant une quantité positive quelconque ; du théorème pre- 


cédent on conclut de suite que l’on peut trouver deux en- 
tiers 2 et n, tels que 





résultat plus précis, d’ailleurs, que celui donné par la théorie 
des fractions continues, à cause du facteur ÿ3. Quand A croit 
d’une manière continue, les mèmes entiers 72 et » peuvent 


d’abord être conservés pour satisfaire aux conditions voulues ; 
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mais, au passage de À par une certaine valeur, il faut brus- 


quement prendre deux nouveaux nombres m'et »', et l’on a la 
relation 
nn —mn=Er. 

La théorie élémentaire des fractions continues se présente 
ainsi sous un jour essentiellement nouveau et se trouve sus- 
ceptible d’être généralisée, en même temps que la continuité 
avec la variable À se trouve introduite dans une question 
arithmétique. 

Dans le cas de n quantités données A,, A,, ..., A,,ül 


faudra envisager la forme quadratique à 7 + 1 variables x,, 
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(ai— Ame) + (22 Ant) +... + (Ant) + Ds 
où À est une quantité positive quelconque. En appliquant à 
cette forme le résultat énoncé sur le minimum d’une forme 
quadratique, on arrive de suite à la représentation approchée 
des quantités A, l’approximation étant liée à la quantité A 
qu'on peut prendre aussi grande que l’on veut. Le théorème 
de Jacobi sur l'impossibilité d’une fonction à trois périodes 
peut être aussi établi par des considérations analogues, et 
Hermite fut ainsi conduit à la démonstration de l’impossi- 
bilité pour une fonction de 7 variables complexes d’avoir plus 
de 2n systèmes de périodes simultanées, théorème que Rie- 
mann devait retrouver ultérieurement. Citons encore ici, - 
quoiqu'elle ait été donnée beaucoup plus tard par Hermite, 
la démonstration d’un résultat d’abord établi par Tchebycheff 
et susceptible de généralisations très étendues : étant données 
deux constantes quelconques a et b, on peut trouver deux 
entiers x et y, tels que 


|x— ay — b|< 


I 


ne 
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La méthode d'Hermite lui permet même de remplacer le 
1 2 

facteur - par le facteur plus petit 2 
2 27 


L'introduction de variables continues dans certaines 
formes quadratiques a été l’idée fondamentale qui a dominé 
la longue suite des travaux arithmétiques d’'Hermite. Je ne 
puis songer à entrer dans le détail de ces profondes recherches ; 
arrêtons-nous seulement sur les points de vue nouveaux, qui 
ont été si féconds dans l’étude des formes quadratiques à un 
nombre quelconque de variables, des irrationnelles algé- 
briques et des formes décomposables en facteurs linéaires. On 
sait que Gauss, dans ses recherches arithmétiques, a élevé un 
monument à la théorie arithmétique des formes quadra- 
tiques à deux variables dont l'étude avait été commencée par 
Lagrange et Legendre, et a posé les bases de la théorie des 
formes quadratiques ternaires. Le problème de Ia réduction 
des formes quadratiques est d’une importance capitale; la 
difficulté n’est pas la même suivant qu'il s’agit de formes dé- 
finies ou indéfinies. Hermite, traitant d’abord le cas plus 
simple des formes quadratiques définies à un nombre quel- 
conque de variables et dont les coefficients sont des quantités 
réelles quelconques, donne différents procédés de réduction, 
d'où se déduit immédiatement que, pour les formes définies 
à coefficients entiers et de déterminant donné, il n’y a qu’un 
nombre limité de classes. L’étude des formes indéfinies à 
coefficients entiers présente des difficultés beaucoup plus 
considérables, qui tiennent en grande partie à ce qu'il y a 
une infinité de substitutions semblables, comme les appelle 
Hermite, c’est-à-dire de substitutions à coefficients entiers 
transformant la forme en elle-même. Les points essentiels de 


la théorie des formes indéfinies sont rattachés, d’une manière 
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vraiment géniale, à la considération d'une forme définie 
associée dépendant d’un certain nombre de paramètres arbi- 
traires, et 1c1 nous voyons apparaître les variables continues 
dans un problème arithmétique extrêmement difficile. Les 
substitutions à coefficients entiers, permettant de réduire 
successivement cette forme définie, quand, par une variation 
continue des paramètres, elle cesse d’être réduite, conduisent 
aux substitutions semblables, et l’on peut démontrer quil 
existe un nombre fini de substitutions à l’aide desquelles on 
obtient toutes les substitutions transformant la forme en elle- 
même. Îl résulte aussi de cette admirable analyse que, pour 
les formes indéfinies à coefficients entiers comme pour les 
formes définies, 1l n’y a qu’un nombre limité de classes pour 
un déterminant donné; on en déduit la solution du problème 
de l’équivalence de deux formes. 

Les principes précédents s'appliquent aussi aux formes à 
coefficients entiers de degré quelconque décomposables en 
facteurs linéaires; leur théorie est même à bien des égards 
beaucoup plus simple que celle des formes quadratiques. Les 
substitutions semblables sont ici deux à deux permutables, et 
elles peuvent toutes s'exprimer par un produit de puissances 
de certaines substitutions, dont le nombre s'obtient d'une 
manière très remarquable : Si a désigne le nombre des fac- 
teurs réels dans la forme, et b le nombre des couples de fac- 
teurs imaginaires conjugués, il y a a + b substitutions sem- 
blables fondamentales. La démonstration de ce beau théorème, 
énoncé seulement par Hermite au commencement d’un de ses 
Mémoires, n’a jamais, je crois, été développée. A l'égard des 
formes quadratiques indéfinies, on ne connaît aujourd hui 
encore aucune proposition analogue relative au nombre des 


substitutions fondamentales, qui ne sont pas, en général, per 
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mutables; ce serait là un difficile, mais bien intéressant sujet 
de recherches. 

Les formes quadratiques binaires indéfinies appartiennent 
en même temps aux deux types précédents; l'application à ce 
cas très particulier des principes généraux pourra donner une 
idée des méthodes d'Hermite. Soit une forme indéfinie f à 


coefficients entiers que nous mettons sous la forme 
J=a(z+ay)(xæ+6y). 
La forme définie associée est alors 
(zx +ay) + A(x+87y) (ARC 


et l’on doit en faire la réduction continuelle en donnant à À 
toutes les valeurs positives. Pour la variation de A dans un 
intervalle convenable ne comprenant pas l’origine, on obtient 
un certain nombre de réduites de la forme proposée, qui se 
reproduisent ensuite périodiquement quand A va vers l'infini 
ou vers zéro. On retrouve ainsi, comme chez Gauss, une sorte 
de périodicité, mais sous un point de vue bien différent et 
susceptible des généralisations les plus étendues. 

Nous n'avons parlé jusqu'ici que des formes à variables 
réelles. Hernmiite a introduit dans la Science la notion de 
formes à indéterminées conjuguées, qui a ouvert à l’Arith- 
métique et-à l’Algèbre un champ extrêmement vaste. Ces 
formes se partagent encore en formes définies et formes indc- 
finies ; laissant de côté ces dernières, Hermite fait une théorie 
complète de la réduction des formes définies à indéterminées 
conjuguées. Les conséquences qu'il en tire sont très nom- 
breuses. Il en est d’une rare élégance. Telles sont les re- 
cherches concernant l’approximation des quantités complexes 


par des fractions dont les éléments sont des entiers complexes 
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de Gauss: la méthode d'Hermite lui donne des résultats plus 
précis que ceux de Dirichlet, et surtout elle lui permet de 
trouver ies rapports existant entre deux approximations 
consécutives, ce qui est indispensable pour mettre dans toute 
son évidence l’analogie entre les nombres réels et lesnombres 
complexes. Citons encore la démonstration des théorèmes de 
Jacobi sur le nombre des représentations d’un nombre par 
une somme de quatre carrés. 

Des applications d'un caractère plus général concernent 
les formes à coefficients entiers complexes et à variables com- 
plexes de degré quelconque décomposables en facteurs li- 
néaires; en supposant qu'une telle forme © est irréductible, 
c'est-à-dire que l'équation © — o n’admet d’autres solutions 
entières que les valeurs nulles des variables, Hermite dé- 
montre qu'elles ne forment qu’un nombre limité de classes 
pour un déterminant donné. De ce théorème 1il déduit une 
des plus admirables propositions de la science des nombres, 
à savoir que : les racines de toutes les équations à coefficients 
entiers complexes d’un degré donné, et pour lesquelles le 
discriminant a la même valeur, ne représentent qu’un nombre 
essentiellement limité d'irrationnelles distinctes. Nous pou- 
vons, en deux mots, esquisser la démonstration; à l'équation 


proposée de degré 7, à coefficients entiers, 
Pyr+ Qui... + Ry +S—o, 


et dont nous désignerons les racines par à, b, ...,{, on fait 


correspondre la forme © à n variables æ, y, 3, ..., u, 


D Pr fo GY G 2 PAU RENTE) 


X (æ+by+btz +... + br-lu)...(x + ly+ Pi +... HU u), 


dont le déterminant ne dépend que du discriminant de Péqua- 


PRÉFACE. XVII 


tion. Les formes © appartenant à un nombre limité de classes, 
il en résulte de suite que le nombre des irrationnelles dis- 
unctes est limité. 

Au début de sa carrière, les fonctions elliptiques et abé- 
liennes avaient appelé l'attention d'Hermite sur certaines 
irrationnelles algébriques. Depuis cette époque, les nombres 
algébriques avaient toujours été l’objet de ses méditations. 
C’est, sans doute, à leur occasion qu'il entreprit la longue 
suite de ses recherches arithmétiques. « Permettez-moi, 
disait-1l dans une de ses Lettres à Jacobi, de revenir sur les 
circonstances remarquables auxquelles donne lieu la réduc- 
uon des formes dont les coefficients dépendent des racines 
d'équations algébriques à coefficients entiers. Peut-être 
parviendra-t-on à déduire de Tà un système complet de ca- 
ractères pour chaque espèce de ce genre de quantités, ana- 
logue, par exemple, à ceux que donne la théorie des frac- 
tions continues pour les racines des équations du second 
degré », et, plus loin, il ajoute : « Quelle tâche immense 
pour la théorie des nombres de pénétrer dans la nature d’une 
telle multiplicité d'êtres, en les classant en groupes irréduc- 
tibles entre eux, de les constituer tous individuellement par 
des définitions caractéristiques et élémentaires. » On le voit 
à plusieurs reprises revenir sur ce programme. La question 
capitale de la recherche des unités complexes dans un corps 
algébrique est liée par lui à la réduction de certaines formes 
quadratiques; dès 1845, il passe bien près du théorème cé- 
lèbre de Dirichlet donnant le nombre exact des unités com- 
plexes indépendantes. Mais il s'attache surtout à trouver pour 
les irrationnelles algébriques un algorithme mettant en évi- 
dence les propriétés de ces irrationnelles. Pour Îles irration- 


nelles du troisième degré en particulier, le résultat est remar- 
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quablement simple : on est conduit à un algorithme pério- 
dique entièrement analogue à celui des fractions continues 
dans leur application aux irrationnelles du second degré. 
Ainsi, en envisageant une équation du troisième degré à 
coefficients entiers ayant une racine réelle + et deux racines 
imaginaires 5 et y, on est conduit, d’après ce point de vue, à 
réduire pour toutes les valeurs positives de la quantité À la 


forme ternaire 
(t+ay Has) PA (rx EP y EP?2) (EPP 


et dans cette réduction continuelle se manifeste une périodi- 
cité caractéristique des irrationnelles du troisième degré. Il 
serait intéressant de comparer les vues générales d’'Hermite 
sur les irrationnelles avec les résultats donnés récemment par 
M. Minkowski où la considération de certaines chaînes de 
substitutions permet de donner des critériums nécessaires et 


suffisants pour qu'un nombre soit algébrique. 


LE 


La théorie arithmétique des formes binaires rentre évi- 
demment dans le même ordre d'idées que celle des irration- 
nelles algébriques. Hermite lui a consacré plusieurs Mémoires 
et a étudié particulièrement le cas des formes de degré impair 
et le cas des formes quadratiques. Mais, tandis que pour les 
formes quadratiques les préliminaires algébriques de la théo- 
rie arithmétique des formes sont immédiats, il n’en est plus 
de même quand on s'élève aux formes de degré quelconque ; 
la partie algébrique de la théorie prend alors un développe- 


ment inattendu et présente un intérêt considérable. C'est ce 
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qui amena Hermite à s'occuper de divers problèmes d’Al- 
gebre et particulièrement de la théorie des formes binaires 
où 1] allait obtenir de magnifiques résultats en même temps 
que ses émules Cayley et Sylvester. 

Les théorèmes de Sturm et de Cauchy sur le nombre des 
racines des équations satisfaisant à certaines conditions avaient 
vivement frappé les géomètres. Sur ce sujet on doit à Her- 
mite quelques résultats qui resteront classiques. En partant 
de la remarque relative à la décomposition des formes qua- 
dratiques en somme de carrés, que Sylvester, qui l'a trouvée 
en même temps, nomme la loi d'inertie et que Jacobi avait 
aussi rencontrée, Hermite considère d’abord une équation à 
coefficients réels, et construit une forme quadratique associée 
à l'équation renfermant une arbitraire réelle {. Quand cette 
forme est réduite à une somme de carrés, le nombre des 
carrés négatifs est égal au nombre des couples de racines 
imaginaires de l'équation augmenté du nombre des racines 
réelles inférieures à £. Un cas particulier dont la démonstra- 
tion est immédiate se formule ainsi : dans la forme quadra- 


tique à z variables 


DT De Pi ae Lei), 


où la somme est étendue aux 7» racines & de l’équation, le 
nombre des carrés négatifs est égal au nombre des couples de 
racines imaginaires. Poussant la question plus loin, Hermite 
considère une équation à coefficients complexes; il associe 
alors à l'équation une forme quadratique à indéterminées 
conjuguées, et, quand celle-ci, par une transformation élé- 
mentaire, a été débarrassée de ses termes rectangles, le 


nombre des coefficients positifs est égal au nombre des ra- 


cines dont le coefficient de ÿ— 1 est positif. Le théorème de 
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Sturm, le théorème de Cauchy relatif au nombre des ra- 
cines d’une équation contenue dans un contour et donnant 
par un calcul algébrique ce nombre de racines quand le cou- 
tour est formé d’une courbe unicursale, se déduisent des ré- 
sultats précédents, et sont ainsi établis, comme le remarque 
Hermite, sans faire intervenir aucune considération de conti- 
nuité. 

Les travaux d’'Hermite relatifs à la théorie algébrique des 
formes binaires sont d’une rare perfection; la simplicité des 
méthodes et l'élégance des résultats en font de véritables 
œuvres d'art. La théorie des invariants devait son origine à 
un Mémoire de Bcole, mais le vrai fondateur en fut Cayley 
qui sut créer toute une nouvelle branche de l’Algèbre. Syl- 
vester vint ensuite et apporta un grand nombre de résultats 
nouveaux, parmi lesquels la découverte des premiers cova- 
riants. L'idée des invariants n’était pas neuve pour Hermite; 
une notion générale sur les invariants s'était offerte jadis à 
lui, amenée par une considération purement arithmétique. 
Il entre dans la lice, et Sylvester pouvait dire plus tard : 
« Nous formions alors, Cayley, Hermite et moi, une trinité 
invariantive. » Un calcul symbolique extrêmement ingénieux 
permet à Hermite de montrer qu'à tout covariant d'une 
forme de degré mr, et qui par rapport aux coefficients de cette 
forme est du degré p, correspond un covartant du degré 
par rapport aux coefficients d’une forme de degré p. Les 
deux covariants sont d’ailleurs du même degré par rapport 
aux indéterminées : c’est la célèbre loi de réciprocité d’'Her- 
mite. Ses applications sont innombrables. Pour citer un 
exemple relatif aux invariants, la forme ‘quadratique ayant 
comme invariant de degré 24 la puissance &. de son discri- 


minant, 1l résulte de la loi de réciprocité que toutes les 
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formes de degré pair ont un invariant du second degré. La 
loi est surtout intéressante pour les covariants. Hermite dé- 
montre que toutes les formes binaires, sauf les formes biqua- 
dratiques, ont un covariant quadratique. L'importance de 
ces covariants quadratiques est capitale; on en déduit la no- 
lion de substitution canonique, ceile-e1 étant une substitution 
ramenant le covariant quadratique à la forme xy. Au moyen 
de cette substitution, des invariants et des covariants d’une 
forme, qu'il eût été presque impossible d'obtenir jamais en 
fonction explicite des coefficients de cette forme, prennent 
une forme simple. Grâce à cette théorie, Hermite découvre 
l'invariant du dix-huitième degré des formes du cinquième 
degré; c'était le premier exemple d’un invariant gauche, 
cest-à-dire se reproduisant multiplié par une puissance im- 
pare du déterminant de la substitution. Nous devons noter 
parliculièrement la découverte des covariants linéaires pour 
les formes de degré impair à partir du cinquième degré; elle 
a conduit Hermite, au moyen d'un changement de variables 
effectué à l’aide de deux covariants linéaires, aux formes- 
types dont les coefficients sont tous des invariants de la forme 
initiale. Une application extrêmement intéressante de ces 
théorèmes généraux concerne les formes du cinquième degré. 
Ces formes possèdent quatre invariants fondamentaux, en 
fonctions entuères desquels s’expriment tous les autres inva- 
riants ; les trois premiers avaient été découverts par Sylvester, 
et le quatrième est linvariant gauche-dont j'ai parlé plus 
haut. Les coefficients de la forme-type du cinquième degré 
s'expriment rationnellement à l’aide de ces invariants ; Her- 
mite en déduit qu’on peut amener toute équation du cin- 
quième degré à ne dépendre que de deux paramètres qui sont 


des invariants absolus, et la discussion complète de la nature, 
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réelle ou imaginaire, des racines de l'équation générale du 
cinquième degré se fait de la manière la plus élégante. 

La lecture de ces beaux Mémoires laisse une impression de 
simplicité et de force; aucun mathématicien du xIx° siècle 
n'eut, plus qu'Hermite, le secret de ces transformations al- 
sébriques profondes et cachées qui, une fois trouvées, pa- 
raissent d’ailleurs si simples. C’est à un tel art du calcul 
algébrique que pensait sans doute Lagrange, qnand il disait 
à Lavoisier que la Chimie deviendrait un jour facile comme 
l’Algèbre. 

Nous avons dit que l’objet primitif d’'Hermite dans ses 
Études sur les formes binaires avait été arithmétique. Il vou- 
lait en particulier approfondir cette proposition, que les 
formes à coefficients entiers et en nombre infini, qui ont les 
mêmes invariants, ne forment qu’un nombre limité de classes 
distinctes. Il a développé surtout ses recherches pour les: 
formes cubiques et les formes biquadratiques, mais 1l a indi- 
qué sur les formes de degré impair quelconque un théorème 
bien inattendu, qui se déduit de la considération des formes- 
types : toutes les formes binaires de degré impair (à partur du 
cinquième ) à coefficients entiers ne forment qu’un seul genre, 
au sens d’Eisenstein, c’est-à-dire sont transformables les unes 
dans les autres par des substitutions linéaires de déterminant 
un à coefficients entiers ou fractionnaires. Que de problèmes 
restent ouverts dans cette vaste théorie des formes ! quelles 
seront les transcendantes numériques permettant d'exprimer 
le nombre des classes en fonctions des invariants ? c’est le 
secret de l’avenir. 

Détourné par de nouvelles études, Hermite ne devait plus 
revenir qu'incidemment sur ses premières recherches arith- 


métiques; je l’ai entendu plusieurs fois regretter de ne pas 
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avoir approfondi davantage certaines parties des Mémoires 
dont je viens d'essayer de donner une idée. Gauss eut sans 
doute de tels regrets en relisant vers la fin de sa vie ses Drs- 
quisiliones artthmeticæ. Une grande œuvre scientifique 
n’est jamais achevée. Les méthodes générales introduites par 
Hermite ont ouvert à la théorie des nombres des horizons 
entièrement nouveaux qui ne sont pas encore complètement 
explorés. Tous ceux qui, depuis lui, se sont occupés de la 
théorie des formes ont profondément subi son influence; il 
suffira de citer le beau Mémoire de Camille Jordan sur l’équi- 
valence des formes, et de rappeler que le merveilleux prin- 
cipe de la réduction continuelle s'adapte même à des re- 
cherches toutes modernes sur la théorie de certaines fonc- 
tions uniformes. 

Hermite, dans la première partie de sa carrière, que je viens 
de retracer, c'est-à-dire jusque vers 1855, fut en relations 
suivies, d’abord avec Jacobi et ensuite avec Dirichlet, qui 
était peut-être à cette époque le plus apte à le comprendre: 
il avait, à ses débuts, trouvé auprès de ces grands géomètres 
le meilleur accueil et en avait gardé un fidèle souvenir. Il 
écrivait encore quelques semaines avant sa mort qu'il avait 
toujours été et qu’il serait jusqu’à son dernier jour un dis- 
ciple de Gauss, de Jacobi et de Dirichlet. Les affinités entre 
esprits de premier ordre sont toujours intéressantes et utiles 
à suivre; le témoignage d’Hermite à ce sujet est précieux, et 
l'étude de la plus grande partie de son œuvre le confirme 
bien. Cauchy, qu'il a cependant beaucoup connu, n'a pas 
exercé sur lui, au moins à ses débuts, la même influence 


scientifique. 
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La théorie des fonctions abéliennes n'avait jamais cessé de 
préoccuper Hermite depuis l’époque où 1l était élève à l'École 
Polytechnique. Il voulut étendre à ces fonctions le problème 
de la transformation qu’avaient traité avec tant d'éclat Abel 
et Jacobi dans le cas des fonctions elliptiques; son Mémoire 
de 1855 sur la transformation des fonctions abéliennes est 
une de ses plus belles œuvres. Étant données les deux équa- 
tions différentielles qui, pour un radical portant sur un poly- 
nome d’ailleurs arbitraire du cinquième ou du sixième degré, 
définissent les fonctions abéliennes, Hermite considère si- 
multanément les quinze fonctions uniformes quadruplement 
périodiques introduites par Gôpel et Rosenhain, et qui sont 
les analogues de snx, enx et dnx. Le problème de la trans- 
formation est alors ainsi posé : Pour un polynome donné, 
déterminer un nouveau polynome tel qu'en formant deux 
combinaisons linéaires convenables des équations différen- 
telles relatives à ce polynome, les quinze fonctions abé- 
liennes correspondantes s'expriment rationnellement à l’aide 
des quinze premières. Pour la solution de ce problème algé-- 
brique, Hermite se place au point de vue transcendant, et 
cherche d’abord à étendre aux fonctions © de deux variables 
l'analyse indiquée jadis dans sa seconde lettre à Jacob1 pour 
les fonctions © d’une variable. Mais des difficultés d’une na- 
ture arithmétique, que n’avait pas connues la théorie des 
fonctions elliptiques, se présentent dans le nouveau problème. 
Les périodes des anciennes fonctions doivent être des sommes 
de multples des périodes des nouvelles. Or il existe une rela- 


tion bilinéaire bien connue entre ces périodes; les nombres 
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entiers figurant dans la transformation des périodes ne sont 
donc pas arbitraires, ce qui conduit à un ensemble remar- 
quable de substitutions linéaires à coefficients entiers dont 
les propriétés doivent d’abord être étudiées. Un nombre en- 
tier À joue dans l’étude de ces substitutions un rôle essentiel ; 
la notion de systèmes équivalents et non équivalents se pose 
alors, et il est établi que le nombre des substitutions non 
équivalentes est égal à 1 + k + k?+ k%, si À est premier. On 
en peut conclure que le nombre des transformations dis- 
unctes des fonctions abéliennes relatives à un nombre pre- 
mier est égal à 720 X (1+k+k?+ 8%). En même temps 
que ce théorème fondamental, correspondant au théorème 
d’Abel et de Jacobi sur le nombre 6G(7 + 1) des transforma- 
tions d'ordre » des fonctions elliptiques (7 étant premier), 
Hermite donne le moyen de former les relations algébriques 
entre les anciennes et les nouvelles fonctions, résolvant ainsi 
complètement le problème qu'il s'était posé. Cet admirable 
travail, rédigé d’une manière très concise, a fait l’objet de nom- 
breux commentaires, et ouvert la voie à des recherches de na- 
ture variée, dont quelques-unes ne se rapportent qu'indirecte- 
ment à la théorie des fonctions abéliennes. Citons entre autres 
le Mémoire de Laguerre sur le Calcul des systèmes linéaires, 
où se trouve généralisée la notion des formes quadratiques 
correspondant aux substitutions linéaires indiquées plus haut ; 
en Algèbre, à un point de vue tout différent, la notion i1m- 
portante de substitution abélienne, telle qu'elle est utilisée 
par M. Jordan, trouve son point de départ dans une impor- 
tante remarque du Mémoire sur la transformation des fonc- 
tions abéliennes. 

Au milieu de tant de travaux, Hermite ne cessait de s’in- 


téresser à la théorie des fonctions elliptiques. Je crois bien 
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qu'elle a été son étude de prédilection. Les belles formules, 
d’une allure si parfaite, qu'on y rencontre remplissaient de 
joie, comme 1l le disait, son âme d’algébriste, ainsi que les 
rapports si remarquables de ces transcendantes avec PAl- 
gèbre et les propriétés des nombres; les Fundamenta nova 
de Jacobi étaient toujours sur sa table de travail. Une addi- 
Uon à la sixième édition du Traité de Lacroix est restée 
célèbre dans la théorie des fonctions doublement pério- 
diques ; c’est de l'intégration d’une fonction doublement pé- 
riodique, le long d’un paraliélogramme de périodes, qu’Her- 
mite, ici disciple de Cauchy, déduit les propriétés fonda- 
mentales de ces fonctions, et en particulier la décomposition 


en éléments simples si importante pour le Calcul intégral. 


En 1858, Hermite reprend l'étude de la transformation 
des fonctions elliptiques, et cherche à en approfondir davan- 
tage le mécanisme. [l rencontre ainsi une abondante moisson 
et tout d'abord la résolution de l’équation du cinquième de- 
gré. Jacobi avait montré que, dans la transformation de 
degré 7 (n étant premier ), il y a une relation de degré 7 +1 
entre les racines quatrièmes de l’ancien et du nouveau mo- 
dule; c’est l'équation qu'on appelle l’'éguation modulaire. 
Deux fonctions vont jouer un rôle essentiel. Employant les 


notations de Jacobi, on sait que VA et VA’ sont des fonctions 


l Ke7 : . 
uniformes de w — — Hermite les désigne par o(w) et Ÿ(w) 


et étudie les transformations qu'elles subissent quand on 
effectue sur © une substitution linéaire. Le fait que les mo- 
dules satisfaisant à l’équation modulaire s'expriment, en uti- 
lisant les fonctions précédentes, par des fonctions uniformes 
d’un paramètre avait vivement frappé Hermite; 1l eut le pres- 


sentiment que celte circonstance n était possible qu'à cause 
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de la nature singulière de ces fonctions, et la fonction o(w) 
sur laquelle 1l attira si vivement l’attention forme le premier 
exemple de ces fonctions, ayant des lignes de singularités 
essentielles, dont M. Poincaré devait plus tard faire une 
étude générale sous le nom de fonctions fuchsiennes. 

(ralois avait énoncé que pour 7 = 5, 7, 11 les équations 
modulaires sont susceptibles d’un abaissement au degré infé- 
rieur d’une unité; ce résultat, retrouvé aussi par M. Betti, 
avait été vérifié par Hermite dès l’époque déjà lointaine de 
ses lettres à Jacob. Il effectue maintenant la réduction d’une 
manière complète pour 2 —5, en employant pour former 
une réduite une fonction convenable des six racines ; il trouve 
ainsi une équation du cinquième degré, susceptible d’être 
identifiée avec l’équation 


L—L—a—O, 


forme à laquelle un géomètre anglais, Jerrard, avait ramené 
l'équation générale du cinquième degré sans employer 
d’autres irrationnalités que des radicaux carrés et cubiques. 
a étant donné, l'identification conduit à une équation du qua- 
trième ‘degré pour trouver le module de la fonction ellip- 
tique. L’équation du cinquième degré se trouve donc résolue, 
en ce sens que ses racines se trouvent représentées par des 
expressions s'exprimant simplement à l’aide de o(w) et L(w). 
Cette résolution de l’équation du cinquième degré frappa 
vivement l'attention des géomètres et, quelque temps après, 
Kronecker et Brioschi traitaient la même question sans faire 
la réduction préalable à l'équation de Jerrard et en utilisant 
la relation algébrique entre le module et le multiplicateur 
dans la transformation du cinquième ordre. 


Dans un Mémoire étendu sur l'équation du cinquième 


XXVIII PRÉFACE. 

degré, Hermite exposa ensuite ses travaux, ainsi que ceux de 
Kronecker et de Brioschi, en utülisant ses anciennes re- 
cherches sur les formes du cinquième degré. On trouve, de 
plus, dans ce Mémoire, quelques résultats généraux concer- 
nant les équations de degré quelconque. Il y est montré que, 
pour une équation de degré quelconque, on peut former un 
certain nombre d’invariants dont les signes donnent le 
nombre des racines réelles et imaginaires de l'équation; pa- 
reillement on peut former un système de covariants doubles, 
c'est-à-dire à deux séries de variables, servant, comme les 
fonctions de Sturm, à déterminer le nombre des racines réelles 
comprises entre deux nombres. Hermite complétait ainsi 
d'une manière remarquable ses premières études sur des 
suites analogues à celles de Sturm. 

Nous rencontrons bientôt après un long Mémoire sur la 
théorie des équations modulaires. Pour réaliser effectivement 
l’abaissement de l’équation modulaire dans les trois cas prévus 
par Galois, il fallait calculer le discriminant de cette équa- 
on. Hermite entreprend alors d’une manière générale une 
étude du discriminant des équations modulaires et sa décom- 
position en facteurs, et est ainsi conduit à d'importantes no- 
tions arithmétiques sur le nombre des classes de formes qua- 
dratiques. La théorie des équations modulaires n’est d’ail- 
leurs pas le seul lien où la théorie des fonctions elliptiques 
vient se lier à la théorie des formes quadratiques binaires de 
déterminant négatif. Un autre plus élémentaire s'offre lors- 
qu’on développe en séries trigonométriques certains quotients 
de fonctions @ ; on obtient ainsi des identités, d’où découlent 
des propositions très cachées d’Arithmétique, et c’est ainsi, 
entre autres résultats, qu'Hermite retrouve les propositions 


de Legendre et de Gauss sur la décomposition des nombres 
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en trois carrés. Ces rapprochements étranges, entre des 
questions de natures si différentes, exerçaient sur son esprit 
une sorte de fascination et étaient une des causes de l'attrait 
qu'il eut toujours pour la théorie des fonctions elliptiques. 
Aussi écrivait-il un jour à propos des travaux de Legendre 
el de Gauss sur la décomposition des nombres en carrés : 
« Ces illustres géomètres, en poursuivant au prix de tant 
d'efforts leurs profondes recherches sur cette partie de l'Arith- 
métique supérieure, tendaient ainsi à leur insu vers une autre 
région de la Science et donnaient un mémorable exemple de 
cette mystérieuse unité, qui se manifeste parfois dans Îles 


travaux analytiques en apparence les plus éloignés. » 


Ne 


De telles analogies et de tels rapprochements se retrouvent 
aussi dans d’autres parties des Mathématiques. La théorie des 
fractions continues en Arithmétique, c'est-à-dire la représen- 
tation approchée d'un nombre incommensurable par un 
nombre rationnel, avait été étendue aux fonctions d’une va- 
riable. Étant donnée une fonction d’une variable x développée 
suivant les puissances positives et entières de x, on peut se 
proposer de représenter cette fonction par une fonction ra- 
uonnelle de x, dont le numérateur et le dénominateur soient 
de degré 7, avec une approximation de l’ordre 27 +1 par 
rapport à x; cette théorie des fractions continues algébriques 
offre la plus grande analogie avec la théorie des fractions 
continues arithmétiques. Hermite, qui s'était occupé de la 
représentation simultanée de plusieurs nombres par des frac- 
tions de même dénominateur, devait naturellement s'attacher 


au problème analogue pour plusieurs fonctions. Ce mode 
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nouveau d’approximations algébriques simultanées le con- 
duisit à une de ses plus belles découvertes, je veux parler de 
la transcendance du nombre e, base des logarithmes népé- 
riens. Son point de départ, dans ce Mémoire célèbre Sur la 
fonction exponentielle, publié en 1873, est l’approximation 
simultanée d’un certain nombre d'exponentielles dela forme e** 
au moyen de fractions rationnelles; les différences entre ces 
exponentielles et leurs valeurs approchées sont représentées 
à l’aide d’intégrales définies, et ces approximations permettent 
d'établir, en faisantx — à eten supposantentiersles nombres a, 
que e ne peut satisfaire à aucune équation algébrique à coef- 
ficients entiers. On savait depuis longtemps former des séries 
représentant des nombres transcendants; Liouville parait 
avoir donné le premier de tels exemples, mais ces nombres 
ne Jouaient aucun rôle en Analyse. L'intérêt qui s’attache à 
un nombre aussi fondamental que e donnait, au contraire, 
un prix immense à la démonstration de sa transcendance. 
Quelques années après, M. Lindemann, en s'inspirant des 
études d'Hermite, démontrait la transcendance du rapport 
de la circonférence au diamètre ; en même temps se trouvait, 
par suite, établie l'impossibilité de la quadrature du cercle. 
L'étude de ces belles questions a été, dans ces dernières an- 
nées, notablement simplifiée, mais les principes au fond sont 
restés les mêmes, et les démonstrations très simples que nous 
possédons aujourd’hui ont été suggérées par les méthodes 
d'Hermite. 


Après son Mémoire sur l’exponentielle, Hermite continua 
ses recherches sur les fractions continues algébriques. On 


connaissait depuis (rauss le rôle des polynomes de Legendre 
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I . F 
en fraction continue, et 


dans le développement de log uen 


PRÉFACE. XXXI 
les recherches de M. Heine et de M. Christoffel avaient mon- 
tré les rapports de la théorie des fractions continues avec cer- 
taines équations différentielles linéaires du second ordre. 
Hermite étend tous ces résultats en montrant comment une 
certaine équation linéaire d'ordre x + 1, généralisant l’équa- 
tion de Gauss, se lie aux modes d’approximations simultanées 
dont 1l avait donné une application dans son Mémoire Sur la 
fonction exponentielle; 11 étend ainsi, pour ne citer qu’un 
exemple, le résultat de Gauss, en développant » logarithmes 
de la forme log —%* (i — 1,2,..., 1) en fractions conti- 

L'—#9 
nues, ce qui le conduit à généraliser à un point de vue très 
intéressant les polynomes de Legendre. 

Nous avons déjà eu l’occasion de dire que la théorie des 
fractions continues arithmétiques peut se généraliser de di- 
verses manières. De mème, la théorie des fractions continues 
algébriques peut être étendue dans des directions différentes. 
Le problème suivant paraissait à Hermite de grande impor- 
tance et l’a souvent préoccupé : étant données séries S,, 
Su =.) D procédant suivant les puissances croissantes de x, 
RMMAEMEIES polynomes X,, /X,, ..., X, de degrés 1, 


Lo, ..., L, de manière à avoir pour la somme 
SA Si Sa Xe +. . + D 


une approximation d'ordre w,+...+u,+n—1. I en 
donne une solution très simple dans le cas où les S sont des 
exponentielles e“, et réussit dans le cas général, pour 7 = 3, 
à trouver un algorithme conduisant au résultat cherché sans 
avoir de systèmes d'équations à résoudre. Chemin faisant, 1l 
traite, mais d’une tout autre manière, le problème suivant, 
résolu par Tchebycheff et analogue à un problème déjà men- 


tionné d’Arithmétique : Trouver deux polynomes X et Ÿ de 
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degrés m et 2, de manière à avoir pour S,X +5, Y — S, une 
approximation d'ordre m + n — 2. L’allure arithmétique, si 
je puis le dire, de ces problèmes intéressait vivement Her- 
mite ; 1ls se rattachaient pour lui à des questions importantes 
d'Analyse; le Mémoire sur e en est la meilleure preuve. Il 
avait antérieurement consacré un élégant Mémoire au cas 
particulier de la détermination d’un système de polynomes U, 
V, W, tels que Usinx + V cosx + W commence par la 
plus haute puissance possible de la variable; il en avait tré 
une démonstration immédiate du théorème de Lambert sur 
l'incommensurabilité de +? et peut-être avait-il songé un ins- 
tant à déduire de ce genre de considérations la transcendante 
der. 

La puissance de travail d'Hermite était considérable. La 
transcendance de e, les fractions continues algébriques ne lui 
font pas abandonner les fonctions elliptiques. Dès 1872, 1l 
est en possession de l'intégration de l'équation de Lamé, 
comme le montrent les feuilles lithographiées de son Cours de 
l'École Polytechnique. En 1877, il commence la publication 
dans les Comptes rendus de son grand Mémoire Sur 
quelques applications des fonctions elliptiques. Les fonc 
tions doublement périodiques de seconde espèce, c’est-à-dire 
les fonctions qui se reproduisent à un facteur constant près 
par l'addition d’une période, jouent un rôle capital dans le 
travail d'Hermite; il étend à ces fonctions la décomposition 
en éléments simples qu'il avait donnée jadis pour les fonc- 
tions de première espèce. Il est prêt alors pour faire l’inté- 
gration d’une équation rencontrée par Lamé dans la théorie 
de la chaleur. Cette équation linéaire du second ordre ren- 
ferme une constante arbitraire. Lamé en avait fait l'intégra- 


tion pour certaines valeurs de cette constante; Hermite l'in- 
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tègre dans tous les cas au moyen des fonctions doublement 
périodiques de seconde espèce, et rattache à cette intégration 
la solution de quelques problèmes classiques de Mécanique, 
comme la recherche du mouvement d’un corps solide ayant 
un point fixe el n'étant soumis à aucune force, et celui du 
pendule conique. Le côté algébrique tient aussi une grande 
place dans ce Mémoire, et les équations correspondant aux 
cas examinés par Lamé y sont l’objet d’une discussion appro- 
fondie. Ces études sur l'équation de Lamé ont ouvert la voie 
à bien des recherches analytiques; mais, ce qui intéressait le 
plus Hermite, ce sont les applications qu’on en pouvait faire 
à la Mécanique et à l’Astronomie. Le titre qu’il avait donné 
à son Mémoire est à cet égard significatif, ainsi que la sym- 
pathie avec laquelle il suivit les efforts de Gyldén pour intro- 
duire les fonctions elliptiques en Mécanique céleste. 

J'ai déjà bien longuement parlé des travaux d'Hermite sur 
les fonctions elliptiques. Je ne puis m'arrêter sur toutes les 
questions qu'il a étudiées dans cette théorie. Que de Mé- 
moires seraientencore à citer, renfermant des idées ingénieuses 
et originales sur lesquelles il revenait avec joie : décomposition 
des fonctions doublement périodiques de troisième espèce, à 
laquelle M. Appell devait apporter des compléments très im- 
portants, développements des fonctions elliptiques suivant les 
puissances croissantes de la variable, recherches des valeurs 
asymptotiques de quelques fonctions numériques, et tant 
d'autres. | 

Hermite, comme Kronecker, s’est toujours servi des nota- 
uons de Jacobi. Il se trouvait trop vieux pour adopter les 
notations de Weierstrass, quand elles ont commencé à se 
répandre. Îl en reconnaissait sans doute l’avantage au point 


de vue de la théorie générale, et certains invariants mis en 
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évidence étaient faits pour Jui plaire. Mais je crois que la sy- 
métrie introduite le touchait peu, la dissymétrie entre les 
périodes se produisant nécessairement dans les applications. 
Rien n'aurait pu le décider à abandonner les fonctions @ et 
les admirables identités, si précieuses pour l’Arithmétique, 


dont la forme lui était familière depuis tant d’années. 


As 


C'est en 1869 qu'Hermite fut nommé professeur à la Fa- 
culté des Sciences. Au début, il traita de la théorie des équa- 
tions, mais à partir de 1875, abandonnant l’Algèbre dans ses 
Leçons, 1l se consacra au Calcul intégral et à la théorie des 
fonctions. Ceux qui l’ont entendu, et il y en a certainement 
parmi vous, garderont toujours le souvenir de cet enseigne- 
ment incomparable. Quelles merveilleuses causeries, d’un ton 
grave que relevait par moments l'enthousiasme, où, à propos 
de la question la plus élémentaire, il faisait surgir tout d’un 
‘coup d'immenses horizons, et où à côté de la Science-d’au- 
jourd’hui on apercevait la Science de demain. Jamais profes- 
seur ne fut moins didactique, mais ne fut plus vivant. Je ne 
puis, dans mes souvenirs, le comparer qu’à Wurtz; sous des 
formes très différentes l’enseignement fut pour eux un apos- 
tolat, et j'ai connu des auditeurs peu familiers avec les 
sciences et égarés dans les amphithéâtres de l’illustre géo- 
mètre et de l'illustre chimiste, sortir stupéfaits de voir qu’une 
leçon d'Analyse et une leçon de Chimie pussent être Si pol- 
gnantes et si dramatiques. Quand Hermite parlait de la 
Science, 1l faisait songer à Pasteur, et il aurait pu faire 
sienne cette phrase qui revenait souvent sur les lèvres de 


son grand contemporain, que la Science se fait non seu- 
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lement avec l’esprit, mais aussi avec le cœur. C’est ce 
dont témoigne l’inépuisable dévouement d’'Hermite pour ses 
élèves ; que d'heures il a passées à correspondre avec des géo- 
mètres de tous pays, connus ou inconnus, lui soumettant 
leurs essais et sollicitant ses avis. Vrai directeur scienti- 
fique, il répondait à tous avec une exquise bienveillance, 
donnant sans compter son temps et ses idées, persuadé qu'un 
savant ne contribue pas seulement aux progrès de la Science 
par ses travaux personnels, mais aussi par les conseils don- 
nés, particulièrement à ceux qui entrent dans la vie scienti- 
fique. Une manifestation grandiose devait montrer à Her- 
mite, au soir de sa vie, qu'il n'avait pas eu affaire à des 
ingrats ; beaucoup d’entre nous ont sans doute assisté à cette 
belle et touchante cérémonie du 24 décembre 1892, où a étc 


fêté son soixante-dixième anniversaire. 


L'enseignement d'Hermite à la Sorbonne a exercé une 
D 

très grande influence. Ses cours ont été lithographiés et ont 
été lus et médités par tous les géomètres contemporains. II 
ne craignait pas de s'arrêter sur les débuts du Calcul inté- 
gral, et 1l donnait à réfléchir à ses lecteurs sur les sujets les 
plus élémentaires. Ainsi une remarque immédiate sur l’ex- 
Æ=a ART ONE Ent : : 
-— par une intégrale définie amène un jour 
æ—b O 
à la notion de ce qu'il appelle une coupure, notion qu'il dé- 


pression de log 


veloppe ensuite d’une manière générale. Les théories fonda- 
mentales de Cauchy relatives aux fonctions d’une variable 
complexe tenaient une grande place dans son cours. Vers 
1880, un Mémoire de Weierstrass récemment paru appela 
vivement l’attention; les leçons d'Hermite firent connaître 
en France les idées du grand analyste allemand. Depuis vingt 


ans, tous les géomètres ont étudié dans ces leçons la théorie 
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des fonctions analytiques; les idées essentielles, dégagées de 
tout ce qui est accessoire, y sont mises en évidence avec un 
relief singulier. En même temps s'aperçoit l'esprit précis de 
l’algébriste que fut toujours Hermite. Il aimait certes les 
théorèmes généraux, mais à condition qu'on les appliquät 
ensuite à quelque question spéciale. Tous les géomètres n’ont 
pas à cetégard les mêmes besoins; il suffit à quelques-uns de 
jouir d’un bel énoncé général et il semble qu'ils craignent 
presque de gâter leur plaisir arustique par la pensée d’une 
application à un problème spécial. Il est heureux, je crois, 
que tous les esprits n'aient pas les mêmes tendances, mais 
Hermite sur ce point avait une opinion bien arrêtée. Aussi 
cherchait-1l à illustrer par de nombreux exemples les propo- 
sitions générales de Weierstrass et de Mittag-Leffler sur la 
théorie des fonctions. Les fonctions elliptiques lui donnaient 
un beau champ d'applications. Son cours lui était l’occasion 
de travaux portant toujours une marque personnelle. D'une 
année à l’autre, 1l étendait le cercle des questions traitées; 
dans les derniers temps de son enseignement, il s'était atta- 
ché particulièrement à la théorie des intégrales eulériennes. 
Outre les applications qu'il y pouvait faire des théorèmes gé- 
néraux de l'Analyse, il se plaisait dans les transformations 
difficiles des intégrales définies, qu'il maniait avec un art 
consommé rappelant les grands géomètres de la première 
moitié du siècle dernier, art qui semble se perdre aujourd’hui. 
Des Mémoires élégants sur une extension de la formule de 
Surling et sur la fonction logT (a) furent Ile fruit de ces 
nouvelles recherches. 

Hermite, dans ses leçons, ne s’arrêtait pas à discuter les 
premiers principes de l'Analyse. Il pensait modestement que 


les études de Philosophie mathématique, si en honneur au- 
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jourd’hui, devaient être de grande importance, puisque tant 
d’esprits éminents s'y adonnent; mais, malgré toute sa bonne 
volonté, il ne pouvait arriver à s’y intéresser. La cause en était 
peut-être dans sa philosophie un peu mystique sur l’essence 
du nombre; 1l croyait que les nombres forment un monde 
ayant son existence propre en dehors de nous, monde dont 
nous pouvons saisir seulement 1ici-bas quelques-unes des har- 
monies profondes. Dans l'antiquité 1l eût été platonicien, et 
au moyen âge, dans la longue querelle entre le réalisme et le 
nominalisme, il aurait suivi Guillaume de Champeaux avec 
les réalistes. Dans une sphère moins élevée, mais dans un 
ordre d'idées se rattachant à ce qui précède, il avait vu avec 
regrets les efforts faits depuis une vingtaiue d'années pour 
introduire l’extrème rigueur dans l’enseignement élémen- 
taire. On lit, dans un article écrit quelques semaines avant 
sa mort et destiné à un Journal d'enseignement : « L’admi- 
ration, a-t-on dit, est le principe du savoir, ...; je m'autori- 
riserai de cette pensée pour exprimer le désir qu'on fasse la 
part plus large, pour les étudiants, aux choses simples et 
belles, qu'a l’extrème rigueur aujourd'hui si en honneur, 
mais bien peu attrayante, souvent même fatigante et sans 
orand profit pour le commençant qui n’en peut comprendre 
l'intérêt. » Toute la méthode d’enseignement d’'Hermite 
tient en raccourci dans ces quelques lignes : personne plus 
que lui ne sut exciter l'admiration pour les choses simples et 
belles. 

Arrivé au terme de cette leçon, je suis loin d’avoir énuméré 
tous les Mémoires ou Notes d'Hermite qui demanderaient 
une mention. IL faut au moins citer ses recherches sur la 
représentation analytique des substitutions, ses belles études 


sur les polynomes à deux variables qui généralisent les poly- 
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nomes de Legendre, sur l’interpolation, sur les nombres de 
Bernoulli, sur les fonctions sphériques, etc.; toutes portant 
la trace de sa rare pénétration. 

Lagrange vieillissant, à ce que raconte Delambre, avait 
perdu le goût des Mathématiques, et son enthousiasme s’était 
éteint. Hermite fut plus heureux; les fatigues de l’âge ne ra- 
lentirent pas son activité intellectuelle, n1 l'intérêt qu'il pre- 
nait aux chosés de la pensée. Sa belle intelligence garda 
jusqu'à la fin toute sa vivacité, et il continuait à suivre de 
près le mouvement scientifique contemporain. Sans doute, 
chose bien naturelle chez un vieillard de son âge, 1l avait à 
faire des réserves au sujet de certaines hardiesses de la pensée 
mathématique actuelle; mais, plus optimiste sur ce terrain 
qu'il ne l'était dans d’autres domaines, il aimait à espérer que 
de cette vie intense sortirait quelque chose de grand et de 
durable, et il entrevoyait un bel avenir pour la Science ma- 
thématique du xx° siècle. Parfois 1l regrettait que la théorie 
des nombres fût peu cultivée en France, regret d'autant mieux 
justifié que la pénétration fatale de la théorie des nombres 
dans la théorie des fonctions donnera une grande force à 
ceux qui seront pénétrés des principes de l’Arithmétique su- 
périeure, et que certaines recherches relatives à la fois à 
l’Arithmétique et à l'Analyse des fonctions pourraient don- 
ner, semble-t-1l, dès aujourd’hui une fructueuse moisson. Il 
se rappelait qu'il n'aurait jamais pu écrire son Mémoire sur 
la transformation des fonctions abéliennes s'il n'avait été 
familier avec les questions arithmétiques, exemple de l'appui . 
que se prètent les diverses parties de la Science et du danger 
qu'il y a pour les chercheurs à se cantonner dans des do- 
maines SPÉCIAUX. 

Dans ses dernières années, l’immense correspondance 
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d'Hermite l’occupait de plus en plus. [n'avait jamais aimé 
le monde, et 1l en redoutait les obligations qui ne sont sou- 
vent pour l’homme d'étude que de grandes pertes de temps. 
Toute son activité extérieure se concentrait dans de longues 
causeries épistolaires avec de lointains amis. Les Mathéma- 
liques en formaient une bonne part, mais aussi bien d’autres 
sujets, et, entre deux pages consacrées aux fonctions ellip- 
tiques et aux nombres de Bernoulli, venait s’intercaler une 
page sur la politique européenne. Ses lectures s’étendaient 
sur les sujets les plus variés, et son excellente mémoire rete- 
nait tout ce qu'il avait lu. À côté du savant, 1l y avait chez 
Hermite un écrivain. Dans les Notices qu'il eut à écrire de 
temps à autre, son style grave, exempt de toutes recherches, 
laissait une impression profonde; plus d’une page dans sa 
correspondance mériterait d’être conservée, s’il était permis 
de la publier. 

L'œuvre d'Hermite se trouve dispersée dans un grand 
nombre de journaux scientifiques français et étrangers; elle 
orandira encore quand elle se trouvera rassemblée et qu'on 
pourra ainsi mieux juger de sa belle unité. A peu d’excep- 
tions près, les Mémoires sont courts. La marche générale des 
idées y est toujours mise avec évidence, mais, surtout dans la 
première partie de la carrière d’Hermite, la rédaction se pré- 
sente sous une forme synthétique, et le soin d’établir de nom- 
breuses propositions intermédiaires, dont l'énoncé seul est 
indiqué, est laissé à la charge du lecteur. Quel fructueux 
exercice que la lecture d’un de ces Mémoires fondamentaux 
pour l'étudiant bien doué qui cherche à en rétablir tous les 
détails. 

Le temps n’est pas encore venu, et, d’ailleurs, il ne m ap- 


partent pas de porter un jugement sur l’œuvre d’'Hermite. 
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Certaines parties de cette œuvre sont aujourd’hui en pleine 
lumière et ont rendu son nom célèbre, d’autres seront dans 
l'avenir la source de belles découvertes et contribueront en- 
core à sa renommée. Une impression peut toutefois se dégager 
de cette étude sommaire. Les Travaux les plus importants 
d'Hermite se rapportent aux fonctions elliptiques et abé- 
liennes, aux formes algébriques et à la théorie des nombres; 
mais ces divers Travaux ne sont pas isolés et l’on éprouve un 
singulier embarras à les faire rentrer dans une classification 
qui, en Mathématiques comme ailleurs, est toujours insuffi- 
sante et provisoire. Les recherches sur l’équation du cin- 
quième degré appartiennent-elles à lAlgèbre ou à la Théorie 
des fonctions elliptiques, et le Mémoire sur la transformation 
des fonctions abéliennes relève-t-1l de l’Arithmétique ou de 
la Théorie des fonctions? Si cependant, en restant dans les 
cadres habituels, on veut essayer de définir le génie d’'Her- 
mite, on peut dire que les points de vue arithmétique et algé- 
brique prédominent dans son œuvre. C’est en Algèbre et en 
Arithmétique qu'il a été surtout un inventeur et un créateur. 
Avec Cayley et Sylvester, 1l a fondé la théorie des covartants 
des formes algébriques, et Les admirables recherches, où il a 
introduit le continu dans le domaine du discontinu, lui as- 
surent dans la Théorie des nombres, cette reine des Mathé- 
matiques, une place d'honneur à côté des deux grands géo- 


mètres, dont il aimait à se dire le disciple, (Grauss et Dirichlet. 


ŒUVRES 


CHARLES HERMITE. 





LIEU GÉOMÉTRIQUE 


DES POLES D'UNE SECTION CONIQUE 


PAR RAPPORT A UNE AUTRE. 
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On donne sur un plan deux sections coniques À, B; on consi- 
dère une tangente menée à la première comme une polaire par 
rapport à l’autre, et on demande le lieu de son pôle en supposant 
que le point de tangence parcourt la courbe A. 

Soit rapportée la courbe A à un axe et à la tangente au sommet, 


Oy, son équation sera : 
MS Re DIATUL: 


et celle de sa tangente au point (a, 6); 


(1) By =p(r+a)+nxa, 
avec la condition 
(2) = 3nm + ra: 
Soit 

Ay?+Bzy+...—=o, 


l'équation de la courbe B, celle de sa polaire par rapport au point 
H. — I. I 


2 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 
! Pers 4 
æ,Yy sera, Comme On salt, 
YY-+zX+V= 0; 


en l'identifiant avec l'équation (1) de la tangente, on aura : 


X°.: HpEEn Es ALARME. TZ 
Br Ses 


de telle sorte que si & et $ étaient effectivement donnés, ces rela- 
ions détermineraient les coordonnées du pôle, x! et y’; on aura 
donc l’équation du lieu cherché en éliminant & et $ entre ces équa- 
tions et l’équation (2). Pour faire le calcul, j'observe qu’elles 
donnent tout d’abord : 





PV | B — drsit 
pX'— nV'° PXIE TAN 
d’où 1l résulte en substituant dans (2), 
p*Y"? FL A RÈN SE - np? V”"? 
(pX'-=nV PE pXe VIE X EURE 
d’où 
p2Y2— 2 V'(pX'— nV') + nV', 
et enfin 


DIN = DVI EEETINER 


comme X’, Y’, V’ sont des fonctions linéaires de x! et y, le lieu 
est encore une section conique. ) | 


—= 000—— - 








CONSIDÉRATIONS SUR LA RÉSOLUTION ALGÉBRIQUE 


DE 


L'ÉQUATION DU CINQUIÈME DEGRÉ ‘. 





Nouvelles Annales de Mathématiques, Tome I. 





1. On sait que Lagrange a fait dépendre la résolution algébrique 
de l'équation générale du cinquième degré, de la détermination 
d’une racine d’une équauon particulière du sixième degré, qu'il 
nomme 7éduite (Résolution des équations numériques, 
Note XIII). De sorte que, si cette réduite était décomposable en 
facteurs rationnels du second ou du troisième degré, on aurait la 
résolution de l’équation du cinquième degré. Je vais essayer de 
démontrer qu’une telle décomposition est impossible. À cet effet, 
j'ai besoin de la proposition suivante due à Lagrange (Mémoires de 
l’Académie de Berlin, t. 3) et de quelques observations sur les 
permutations. 


. 9. Deux fonctions semblables non symétriques des racines d’une 
même équation X—o peuvent toujours s'exprimer rationnelle- 
ment l’une par l’autre. 


Démonstration. — On appelle fonctions semblables de racines 
celles qui varient ensemble ou deviennent les mêmes pour les 
mêmes permutations : telles sont 


a + 6, œn Br, anim, 





(!) Cet article, ainsi que le précédent, sont signés par M. Hermite, élève au 
Collège Louis-le-Grand ( Institution Mayer). HP: 
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Soient donc © et Ÿ deux fonctions quelconques semblables des 
racines d’une équation, et supposons qu’en permutant les racines 
de toutes les manières possibles, la fonction v ait n valeurs repré- 


sentées par 
Pis Pos Pas +.) Qn-1; Pn 


les valeurs correspondantes de ol sont 
UP Lo, V3, sets Un—1) Un 


Il est évident, par la théorie des équations, que les n valeurs 
de © sont racines d’une équation de degré n, qu’on obtient en 
effectuant le produit des facteurs 


F(æ)=(æ—v%)(x —92)(x — Da)... (TD —Pr1)(T —9x) = 0, 


et, par les formules des fonctions symétriques, on connaît les 
coefficients de cette équation. 
On a de même 


J(æ) =(T —W)(æ— do)... (tm — Vn1)(r — 4%) —0$ 


désignons par F’(0,), F’(62), ..., les valeurs successives de la 
dérivée de F(x), en remplaçant x par w,, ®, ..., on. 
Formons la fonction suivante du degré n — 1 


F(x) F{x) F(æ) 
CRU CLS (TZ —9p2)F"(p2) ” (fe 


+ Ut) M on) F (ou) Vr=Tr(x), 
et, par la théorie des fonctions symétriques, les coefficients de 
cette fonction sont donnés en fonction des coefficients de X — o, 
car on reconnaît facilement que les racines de l'équation X = o y 
entrent sous forme invariable ; donc r(x) est une fonction ration- 
nelle de x. Faisant dans cette identité x — v,, le premier membre 


L4 ® A » » F ‘ . 
se réduit à son premier terme, car le quotient re devient F'(,), 
| Dr 


lorsque æ—%,, et tous les autres termes s’évanouissent : on 
suppose d’ailleurs tous les facteurs inégaux; donc 


Wii T(1); 


de même 
Ve Tr (pa) AU C. Q. F. D. 


ÉQUATION DU CINQUIÈME DEGRÉ. 5 
3. Application. 


X=23+pr?+qgr+r—=o (racines %, B, 1) 


Or aB, Do QY; 3 8; 
F(z)= (x —a$)(x —ay)(z — By), 
W=a+f, W=a+y, s= 8 + y, 
HRUET as f)(e-a—y)(re 0): 
F'(p1)= aB(B—7y)(a—Y), .…., 

Mr ay)(a fy): 





AA) = (a+ b)+... 
PÉROEANIÈUE Y) f 
et faisant les réductions 
x? GT I I 22 — qT 
na)=- RE re(i+i+!)- Te, 
a by Che: PARET r 
SOIT 
+ 7x 
X=23—7x+6; FRA ÉRESDR = —5; rt) = —; 
donnant à x successivement les trois valeurs de +, savoir 2 ; — 3; —6, 
on obüent + 3; — 2; — 1; les trois valeurs de d. 


4. Tous les coefficients des diviseurs d’une équation sont des 
fonctions semblables des racines de cette équation ; par conséquent, 
connaissant un de ces coefficients, on peut déterminer tous les 
autres, en fonction rationnelle du coefficient connu. 


9. Venons aux permutations : cinq quantités &, $, y, à, e per- 

mutées cinq à cinq fournissent cent-vingt permutations qu’on peut 
S q È S. Ë 

partager en vingt-quatre groupes de cinq permutations rangées par 
ordre circulant; exemple : le premier groupe commence par af: 
et sa formation ést indiquée par l'échelle 23451; cela veut dire que 
la première lettre doit être remplacée par la seconde; la seconde 

P Ï P ; 
par la troisième; la troisième par la quatrième, etc.; de sorte que 
le second terme de ce groupe est fByôez, qui donne le troisième 
yeaf, etc.; le premier terme du second groupe est «fie ; l’échelle 
de formation est toujours 23431, de sorte que le second terme 

J Fe | 

est Byeûx, et ainsi de suite; les têtes de groupe sont donc fournies 
par les vingt-quatre permutations des quatre lettres $, y, à, e; ces 
vingt-quatre permutations peuvent donc se diviser en six groupes 
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de quatre termes rangés aussi par ordre dérivatif avec l'échelle 
2413, c’est-à-dire à remplacer la première lettre par la deuxième, 
la deuxième par la quatrième, la troisième par la première, et la 
quatrième par la troisième; ainsi, le premier terme du premier 
groupe étant fe donne le second y:fô, d’où l’on déduit le 
troisième edyf; le rquatrième ôfey. Les têtes de groupe sont 
données par les permutations de des et les divers termes par 
l’indice constant 2415. | 


6. Soit maintenant l’équation générale du cinquième degré 
q 5 q 
(1) æi— Am Am — A;22+ A,x—A;=—o. (racines a, B,y,e, 0) 


Les coefficients sont supposés réels et rationnels. 
Formons l'équation au produit de deux racines; elle est de la 
forme 


a S à 
aB, By, yo, ds, ea 
(2) xt0— Bix+ B:x8 +... + B:10=0 St P, PURES 


| ay. Ye,.cb, Boon, 
B,, B>, ... sont des coefficients connus, réels et rationnels, et 
B, — A,; soit f(m,n,p,q,r)une fonction symétrique quelconque 
des cinq quantités qui y entrent; remplaçons d’abord les cinq quan- 
tités respectivement par les cinq racines de la première ligne, on 
obtient 
JKaB, By, vo, 0e, ca), 


et ensuite par les cinq racines de la seconde ligne, on obtüent 
(æy:1ÿe,ef,180,100) = 


Quelque permutation qu’on fasse entre les racines, 9 +d ne 
peut prendre plus de six valeurs différentes. En eflet, © n'est 
susceptible au plus que de cent vingt valeurs différentes ou de 
vingt-quatre groupes de cinq termes chacun donnés par l’in- 
dice 23451; 1l est évident par la seule inspection que les cinq 
termes de chaque groupe deviennent identiques : ainsi le premier 
terme du premier groupe est 


JCaB, By, vô, de, ex); 
et le second terme devient 


FAP 5, de, EX, af) 
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égal au premier. Donc les cent vingt valeurs de # et de d se 
réduisent à vingt-quatre termes donnés par les permutations des 
quatre racines 8, y, à, s, lesquelles se rangent en six groupes 
de quatre termes fournis par l'indice 2413; mais 1l est évident 
que © se change par cet indice en det vice versa; car fyès, qui 
apparüent à ©, donne en vertu de cet indice ef$ô qui appartient 
à Ÿ, et ainsi des autres. 

On prouvera de même que oŸ n’est susceptible que de six valeurs. 


IF. 


7. Soit 
= af + By + V0 + ds + 54, 


Ye 
|| 


V = ay + ye + ef + Bô + 04; 
l'équation d’où dépendent les valeurs de od sera donc de la forme 
(3) 25 — C2 + Cort +.,.+ CG—= 0. 


Désignant les six racines par À, Àe, Às, ..., Àç, On aura 








1 (aB +), + 0 + de +eu)(ay + V5 + € + BÔ + da) = Xi, 








2. (ad + de + ef -+ By + ya)(af + BÈ + dy + ye + ea) = do, 
3. (ay + yB + BÔ + de + ex )(ad + 0y + yes + es + Ba) — À, 
4. (ay + V9 + de + €8 + Ba)(us + ey + yB + BÔ + da) = À, 
D. (ue +ef8 + By + 40 + da)(ay + yes + ed + dB + Ba) = À, 
6. (ad + de + ey + YB + Ba)(ay + VO + 08 + fs + ea) — À. 


Ces six racines se composent de douze facteurs ; la somme de 
deux facteurs de la même racine est connue et constamment égale 
à A2; de plus, chaque facteur a deux ou trois termes en commun 
avec dix autres facteurs, et ces termes communs sont des racines 
de l'équation (2). Cela posé, je dis que l’équation (3) ne peut 
admettre un facteur rationnel ni du deuxième, n1 du troisième 
degré ; supposons qu'il existe un facteur rationnel du deuxième 
degré, et qu'il comprenne les deux racines À, À : dans cette hypo- 
thèse, ces deux racines sont déterminables et n'impliquent qu'un 
radical carré : connaissant le produit et la somme de deux facteurs, 
on connaît les facteurs; donc, les quatre facteurs qui servent à 
former les racines À, À sont connus et ne renferment que des 
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radicaux carrés. Or, l’équation (2) admet deux cent cinquante- 
deux facteurs du cinquième degré, tous de la forme 


25 — Ci rt + Co 28 — Cr? + Cr — CG. 


Il est évident que dans le nombre il existe quatre facteurs où 
C; a pour valeurs les quatre facteurs des racines À, À ; C, est donc 
déterminé, et ne renferme que des radicaux carrés; et par consé- 
quent tous les autres coefficients C:, C3, C; sont aussi déterminés 
d’après la proposition énoncée (4). Parmi ces quatre facteurs du 
second degré il y en a deux qui ont deux racines en commun, 
By et de par exemple; si l’on avait pris les deux racines À, et À,, on 
trouverait, dans les diviseurs du cinquième degré, trois racines en 
commun af, yù, de. En tout cas, deux facteurs du cinquième 
degré qui correspondent à deux racines de l’équation (3) ont 
soit deux, soit trois racines en commun. D’après la théorie des 
équations, des racines communes à deux diviseurs peuvent être 
données séparément; donc af est racine d’une équation, soit du 
deuxième, soit du troisième degré, dont les coefficients ne ren- 
ferment que des radicaux carrés; donc la valeur de &$ est donnée 
en fonction des coefficients de l'équation (1) et ne renferme que des 
radicaux carrés et cubiques ; mais 4 + $ peut toujours s'exprimer 
rationnellement en fonction de 48 (2); il s’ensuivrait donc que 
les racines & et $ de l’équation du cinquième degré ne renferme- 
raient que des racines carrées ou cubiques, résultat absurde, qui 
provient de l’admission d’un facteur rationnel du second degré 
dans l'équation (3); donc ce facteur n’existe pas. On démontre- 
rait de la même manière et a fertiort que cette équation n’a pas 
de facteur rationnel du troisième degré ; et par conséquent les 
racines A4, 2, ... ne peuvent s'exprimer en radicaux carrés et 
cubiques. 


II. 


8. Je vais maintenant démontrer comme une conséquence de ce 
qui précède que les racines de la réduite de Lagrange ne peuvent 
non plus s'exprimer en radicaux carrés et cubiques. En effet, 
rappelons succinctement la manière d'obtenir cette réduite. On 


pose l'équation 
site I 0, 
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et l’on fait 
t=a+pi+piy+ pô + pe, 
d’où 


= A+ Qu —r)E + (ur ee Qui)" (ut 1) EE 2 0, 


où E/, E!, E", E(9 sont des fonctions déterminées des cinq racines de 
l'équation (1); la réduite dont il s’agit a pour racines les valeurs 
que peut prendre une fonction symétrique de ces quantités, pour 
toutes les permutations entre les racines &, $, y, à, s; or ces valeurs 
se réduisent à six, par la même raison que les valeurs de oŸ se 
sont réduites à six (7) : 1° à cause de l’échelle de permutation 23451 
qui les réduit à vingt-quatre ; 2° de l'échelle 2413, qui réduit les 
vingt-quatre à six; nommons / une racine quelconque de la réduite 
de Lagrange et À une racine correspondant à la même permutation 
de notre équation (3). Il est évident que ces quantités varient 
simultanément ou restentles mêmes pour les mêmes permutations ; 
elles sont donc des fonctions semblables des racines; l’une peut 
donc s'exprimer en fonction rationnelle de l’autre; on a ainsi 
\= F(/); donc, si / ne renfermait que des radicaux carrés et cu- 
biques, il en serait de même de à, ce qui a été démontré impossible ; 
donc / doit admettre d’autres radicaux; par conséquent la réduite 
de Lagrange est essentiellement irréductible, n’a pas de facteurs 
rationnels du deuxième et du troisième degré. Or, elle devrait en 
avoir pour que là résolution de l’équation du cinquième degré fût 
possible, donc cette résolution est impossible et & fortiori la 
résolution des équations de degré supérieur. 





EXTRAITS 


DEUX LETTRES DE M. CHARLES HERMITE 


À M. JACOB. 


Tome I des Opuscula mathematica de Jacobi, 1846 
et Journal de Crelle, Tome 32. 


Paris, Janvier 1843 


L'étude de votre Mémoire publié dans le Journal de M. Crelle 
sous le titre : De functionibus quadrupliciter periodicis quibus 
theoria transcendentium Abelianarum innititur, m'a conduit, 
pour la division des arguments dans ces fonctions, à un théorème 
analogue à celui que vous avez donné dans le troisième Volume 
du même journal, pour obtenir l’expression la plus simple des 
racines des équations traitées par Abel. M. Liouville m'a engagé à 
vous écrire pour vous soumettre ce Travail; oserais-je espérer 
Monsieur, que vous daignerez l’accueillir avec toute l’indulgence 
dont il a besoin? 

Soit 





A(TI= AE — æ)(1—kæ)(1 — 2x) — p2r)|; 


JE (a+ Br)oxz [Enr 
u — SR PR NE none 
A(æ) A(Y) 


=f "(a Æfa) de. EN GA 
U — NES -f 


L'—=oL UR ne u'). 
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Faisons pour abréger 
Mn onu, nu), Vi NU NU): 
ces deux quantités seront déterminées simultanément par les deux 
racines d’une équation du second degré, 
ÜU x? + U'x, + U"= 0. 

dont les coefficients seront des fonctions rationnelles de æ, y, 
A(x), A(y); j'ai trouvé qu'ils étaient de la forme PQ A(x)A(y). 
où P et Q sont des fonctions rationnelles de æ et y; mais cette 


remarque n’est pas essentielle pour ce qui suit. 
Je partirai de ce que les racines simultanées des deux équations 


(A) Cr Ur, HU" 0, U y? + Ü'yh + U”"= 0 


sont données par les formules 


OUR VO TE Là OT IS VE MU 4, 
TERMES - 





, 


[12 


42 





FE \ 
ir 1 4 , PA , ns 
1 Mi V—imi,+ m'isV— mé, 
D 
/ : FAT RU 
ml: ee 1 M' Lo TN LI FT m"'i, 


y= hu Fo 


I 





: A = : , re TAN 
ET ne ml te VE T Em" PR 





n ) 
en attribuant aux nombres entiers m, m/, m', m" les valeurs o, 1, 
T1. 
Cela posé, soit pour abréger 
Mr: Ve rRe AU Te VOTE TL Le 
: D EU LR LL Ve TE mi, 
et désignons par f(x, >) une fonction rationnelle symétrique de x 


et y, et par p, q, r, s quatre racines de l’équation binome x"! —1, 
je dis que l’on aura 


n—1 n—1 n—1 n—1 


LT A I Ja 
B > D > E (u + =, Wu — )) 
3, Lu ; m' ; m El Ê : n° 4 ) 


0 


I 1 ['\ | m jh! pm"<em" 
À ne AT BEL PORTES 


74) 








—V|\A+BA[A (nu, nu')]+GA[A(nu, nu')]+DA[ho(nu, nu')|A[AiÇnu, nu’)]|, 


® lu 
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À, B, C, D désignant des fonctions rationnelles de Àç(nu, nu'), 
k (nu, nu’). 

Le premier membre peut d’abord se ramener à une fonction 
rationnelle de Xç(u, u'), A(u, u'). En effet, d’après la propriété 
fondamentale des fonctions À,, À, un terme quelconque, tel que 
fl (a + Le u + 4 DE (re + : u' + =) |? pourra être exprimé 
PR lemnt en Aç(u,u/), A(u,u'), A[ Au, u')|, A[A(u, uw], 
et les quantités analogues relatives à Hd division des indices. Or on 
trouve aisément ces formules 


CLÉ 

A(æ) = (a+ Be) LE + (2 Î 6 Aie 
A A 

A(Y) — LS Es pa gun p.902 


qui montrent que les radicaux carrés A[Aç(u, u')], A[i(u, u!)] 


pourront s'exprimer rationnellement en Àç(u, u!), A (u, ul); car 
en faisant disparaître les irrationnélles des équations (A), puis les 


différentiant successivement par rapport à w et w/, on obtüendra 


les expressions des dérivées parüuelles en fonction rationnelle 
de (uw, u')et À,(u, uw). 

Représentons le premier membre de équation ( (B) par o( CRUE 
on démontrera bien aisément que 


kiaV—1+ Kio Ris TE RUE OS OV EE TEEN 
eu = [AA — ————  ————  " — ———————————————— —— 





D Ste 


12 2 


E— Vome Ne Ordre C0 o(u, ue 


quels que soient les entiers k, k!, k”, k". . 

En l’élevant à la puissance nie, on obtient donc une fonction 
rationnelle de Àç(u, u'), X,(u, u!), qui ne change point en substi- 
tuant à ces quantités deux autres quelconques des racines simul- 
tanées des équations proposées. Il suit de là et de la théorie des 
fonctions symétriques des racines d’un système d'équations à plu- 
sieurs inconnues, que celte foncüon pourra être déterminée ration- 
nellement par les coefficients des équations (A). 

J'’observe actuellement qu'il a été introduit les quantités 


do(nu, nu') dl dhj(nu, nu) dhitnu, nu)  dki(nu, nu') 
du MNT : du 4 du’ 





que l’on 


) 


e®) 
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pourra éliminer par les formules suivantes : 


A(æ) dx A(æ) 





GP = Ep) BP TE = SD (+ y 
(2B'—8 y Ÿ BARCEU B'x (a! 8 B'a) 27 1802 (a 
du Tr V Û ) du! x V + fx) 


Or, une fonction rationnelle quelconque des deux radicaux 
A[Ao(u, u')], A[Ai(«, u!)] peut toujours être mise sous la forme 


a+ bA[ho(u, u)]+eA[A(u, w')]-+dA[ho(u, u')]A[A (&, u')] 


ce qui achève la démonstration du théorème énoncé. 

En supposant successivement f(x, y)—2x +7, et f(x, y)—=xy, 
on aura séparément par une somme de n*— 1 radicaux nièmes les 
coefficients d’une équation du second degré, dont les racines déter- 
mineront finalement celles des équations proposées. On pourrait 
aussi faire voir qu'il suffit de connaître l’un d’eux, l’autre se déter- 
minant rationnellement par celui-là. 

Pour obtenir la division des indices, soit 


RNA Lich Lin VO Ur ET Il 
+ 


U —= = En) 
It nm 





MONA ENT EN ETES Do 
uU — C e 


n TL 





M0, Yr —-0,etles équations à résoudre seront 
(C) DSC LE 0: 
leurs racines seront comprises dans les formules 


) ( mi DE nD Emi, Ver Omer mi, V—1+m l,+m'i, nt) 
= 9 | — — — —— —— \; ; 


N LA2 7è 





) imaV—itm'i mimi mu, it m'è, + m'i AV er A 
ns ie n mn Ô 


I/ 


en attribuant aux nombres entiers m, m', m", m" les valeurs o, r, 


2,...,n—1. Mais si l’on suppose n premier et impair, on verra 


aisément qu’en supposant successivement 


| A TO TV — 1: 1j = LA VTT à, RENE CMEETLE 
(D) {B=pay=i+pi+ y—t, lp y—i+pi+is Vi: 
P 


VTT 


Ni LULU UV 14, L=piV-i+pi+pis 
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on pourra leur substituer les suivantes 


Lu / fx 


LR Ï' RS 
AT (ma me)» Leo (ma m }» 


ten Le rt E 12 
æ=h|m—: m—< , 7y=h(m, m — |; 
VINATZ n Se 0 ne 
/ 158 3) 
TC = Ào | IE me jo 34 — fine, m-È), 
n : n | 
4 ‘4 A À I! 
x = o(Mm—) m — }; Vies m — |) 
\ ï n 


en excluant la solution zéro, et donnant à mn les valeurs 1, 2, ..., 
n—1eltà x, w,ules dy 4 129, En 

Mais comme les intégrales me entrent dans les expressions 
de, u et u!' ont été Paie à la limite inférieure zéro, on a 
ho(—u, -u')=h(u,ul), k(—u, —u)=X(u, u'), d'où il arrive 
que les r2‘— 1 solutions de équations (C) sont ele deux à deux ; 
et il suffira de prendre, dans les formules précédentes, m =1, 


3 , =(n —1). 


À 

de toujours f(x, y) une tra rationnelle et symétrique 
de + et y: on établira d’abord qu’en désignant par I l’une des 
quantités 1, L, 13, [,, par [’ la quantité correspondante au second 
argument, l’expression 


TAAL ter 
ALICE) M (ke 4% )| 


peut se ramener, quel que soit le nombre entier Æ, à une fonction 
. f [ / Ï 1% à , 
rationnelle de Ào (—> a)? ki (—; Ein Cela résulte de ce que les 
ATINUTE Er 
" J j\7 RP EE UE. R 
radicaux A| À, (=; — d AlAy(—» — s'expriment eux-mêmes 
LA Gare 09e 'TUIEn, 


. ] J' = Ï F L2 LL 
rationnellement en À MES NRIE x) comme 1l est facile de le 


\ 
voir d’après ce qui a été dit plus haut. 
Cela posé, l'expression 


1 
> VE) 
TPS NAT L 
DRAC EN CEE DIE 
0 


où l'est un entier quelconque, pourra être pres à une fonction 


; are | BA /T 
rationnelle et symétrique de À, (ee =) À À; fr = je que je repré- 
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. 4 l Là 4 . ’ 
senterai, pour abréger, par e(=. mil et que l’on démontrera aisé- 


ment jouir de la propriété que 


quel que soit le nombre entier ». 

Donc, donnant successivement à I et [' toutes les valeurs corres- 
pondantes comprises dans les formules (D), on pourra construire 
une équation entièrement rationnelle, qui aura pour racines les 


: ; : Ce 
valeurs qui en résulteront pour la foncüuon o (a -) è 
JUANTL 
Il est bien facile de voir que son degré sera le nombre 


; ni— 1 
1+n+ n2+ n$ — 





It L 


ainsi, l'équation de degré +(7'— 1) de laquelle dépend la déter- 


FER | a ANT 
minatuon d’une fonction rationnelle symétrique de ho (3 





« La k , ' ni—1 EY 
À ( —5 F4 peut être décomposée en facteurs du degré 5(n— 1), 
nn n à 72 


né] 





au moyen des racines d’une équation rationnelle du degré 


Les équations de degré 4(n — 1) sont résolubles par radicaux. 
Pour le faire voir en peu de mots, soit p une racine primitive par 
rapport au nombre premier », on établira d’abord que leurs racines 
peuvent être représentées par la formule 


ALI ST RON OP ERA LS 


en supposant Æ—0,1, 2, ..., +(n —3); et si l’on considère la 


puissance de degré +(n — 1) de l'expression 


1: 
2 (71 — 3) 
+ / I FA / l PACE 
nk k dj for k 
>,sh(e lents Ju 
0 
, (7 —1) 
où 0 est une racine de (? —1—0, on verra qu'elle peut être 
4 à & Ë ’ . « I Fa 
ramenée à une fonction rauonnelle et symétrique de 5 mn ni : 


S EX / ! 
= cri ] . =: E ‘ . ( PA £. ! ‘# A À k . 
(a me) que je représenterai, pour abréger, par Ÿ te =)? et qui 
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jouira, comme la fonction +, de la propriété que 


VIN TS T81 
VE Coa) 
Mie Vi CrLon 


Dès lors on démontre aisément qu’on peut trouver une fonction 
rationnelle F(x) telle que, pour toutes les valeurs de I et [comprises 
dans les formules (D), on ait 


CT : I % 
os)=rfe(s) |: 


Or, connaissant la fonction Ÿ, on sait comment en déduire toutes 
les racines de l’équation proposée. 

Les considérations précédentes semblent pouvoir s'appliquer 
également aux autres classes des transcendantes nommées généra- 
lement par Legendre fonctions ultra-elliptiques; il est facile en 
effet de trouver les formules suivantes. Soit 





NCYE Viz(i—zx)(i—}?æ). ..(1 — ER, lE 


04(T) = ax + 8x + NRA SL ENELT, 


P£(x) — RER 











3] SA (er D PES 
posons 
Uo = Po(To) + Polti) +...+ Po(Tn), 
U = P1(Lo) + Pi(di) +... + Pia), 
de dal ete NE CR EN EP RE ; 
Un = Pn(To) + Patti) +... + Pa(Tn), 
el soit 
Di = DoUU Us LR 
Ca NAQUU SUIS CLEA): 
ENTIER DATE ES ; 
Pr run Li, Un); 
on aura 
A(x&o) = 00(%0) Dee + 01(%0) _ + 02(%0) _ + +007 _— 
A(æ:1) = (T1) mu + 0,(21) c + 0:(%1) . ++ Ou(a) EE, 
A ou de ed ete LES DRE RO RES 
A(Zn) = du(an) Ge + (an) LE ie Da(ær) ge 0 Ouen) Ge. 
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Les fonctions 0 étant du degré n, on trouve aussi que les racines 
de l’équation du ni" degré 


mr 


day ee dxr 
D Hz) DE + Gi (œ) DE + Oa(T) LEE re: _ 








MIE PIONCUONS To, Li, La, +) This Chpt Une 
En cherchant à déterminer directement le degré des équations 
relatives à la division des arguments dans les fonctions à, j'ai été 


conduit à cette remarque, que l'équation algébrique correspondante 
à l’é équation transcendante 


P(ao) + P(as) + Pia) +...+ P(an) = mu P(æ) 


a ses coefficients rationnels en +, quel que soit le nombre entier u; 

mais voici quelque chose de plus étendu. 

E f(z)o 
RE Ce 
VIF(æ)] 


nome entier du degré m, Ü(x) un autre polynome d’un degré 


Considérez la transcendante 


, où F(x)est un poly- 


k . . . 
DA. S1 l’on suppose » et m premiers entre eux, et si l’on 
7 


fait y — £(m—1)(n—1), on sait que la somme d’un nombre quel- 
conque de pareilles intégrales relatives aux variables x, y, 3, ... 
est réducuble à une somme composée de y termes seulement, dont 
les arguments &,, &, ...; &,_, sont déterminés par les racines 
d’une équation du degré y, dont les coefficients sont rationnels 
eng, y, 3, VF (2) VIF CN) VIF(s)] 

DR LON (ail T— y —2—..., ue ro durite à 
l'équation transcendante 





SX 0(x) dx % 0(x) dx 
+ a 
o VIF(æÿ] f VLF(æ)#] 
100 GRR ATRES ï : (x) dr 
CA VIF (æÿ] VIF Ca] æ )"] 


aura tous ses coefficients rationnels en x. 


H. — I. 
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be 


Paris, Août 1844. 


La bonté avec laquelle vous avec accueilli mes premières 
recherches sur les fonctions abéliennes m'engage à vous écrire 
une seconde fois, pour vous soumettre quelques nouveaux résul- 
tats auxquels j'ai été conduit par l'étude de vos Ouvrages, en 
essayant d'étendre aux transcendantes plus générales les princi- 
pales théories des fonctions elliptiques. Mon Travail m'a amené, 
naturellement, à rechercher la démonstration de quelques-uns des 
théorèmes que vous avez énoncés dans le Journal de M. Crelle; 
c’est aussi, Monsieur, ce dont je vous demanderai la permission de 
vous entretenir d’abord; je m’occuperai surtout de l'expression de 


. de (42 € ; : 
sinam(%, x) par sinam Gr à), si importante pour la théorie des 


fonctions elliptiques ; mais Je ne sais si J'aurai véritablement ren- 
contré les principes qui vous ont conduit à ce beau théorème. 

En suivant vos notations, je nommerai H(x), O(x) les deux 
fonctions qui donnent 


sinam(æ) — LME) 
i (DRAC ES 
et qui satisfont aux conditions 
Es SUR é. 
O(x+o21K')—=—e K ex), 
( (x 2R) 0 = 0 (77, 
SLA 
HT 27 KE Te UE H(x), 
H(z+2K) ——H(>x); 


et voici d’abord une remarque sur laquelle je me fonderai princi- 
palement. Soit b(x) une fonction définie par l'équation 


T 2 
x + iK 


mA 
(2) b(æ+oikK)=—e E' P(x) 
et par la condition de périodicité 


(3) P(z+4K) = P(x), 
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on trouvera qu’en supposant 





les coefficients se déterminent de la manière suivante : 
aau = (—1)a gl”, dau-1 = (—1)agubrt), 
de sorte qu’en employant les fonctions H et @ on a 
P(æ)=AH(x)+B6(x). 


Cela posé, soient » un nombre premier, p un entier compris 
8iT 


À — p pe 
entre oetn— 1; faisons æ—e  ” et considérons la somme 


4K\ 8K\ 


+ a + a? 


\ 


F HT ORRS 
sg e(o+{) o(r+) 


H Le + | 


n 


n 











Sn 4 ne 


nommons ®(z) le numérateur et D,(x) le dénominateur, savoir : 





1K 8K\ UK 


on déduit sans peine de la propriété fondamentale des @, qui est 
exprimée par l'égalité (1), la condition 


iT un 
—n K (x +iK') 


Po(x +21K')=—e P(x), 


et 1l est clair que l’on a 


K 
P, (z —+ ) — P(æx). 
\ n 
Or ces deux équations peuvent être ramenées aux équations (2) 
et (3), de la manière suivante. Soit v(x) une fonction définie par 
les deux conditions 


“is (x +ikKi) 


o(æ+2ikKi)=—e Ki (x) et o(T+4K;) = (x): 
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on aura, d’après ce qui a été dit tout à l'heure, 
p(æ)= A Hi(x) + B6:(x), 


en désignant par H, et 6, les fonctions H et ©, dans lesquelles K 
et K/ seraient supposés devenus K, et K,; posons ensuite 











4 : K : 
n Re — ie et faisons x — — 3; il viendra, comme on le voit 
facilement | 
n K D nes ci) nK 
e| R+aik)] = È e( gs) 
et 





[ak Din) zKi 
Est lis (ren 


Or ces équations font voir que l’on aura 
q q 


K Ki K 
(r)=e(etx) = AM (Rte) + Be (te). 


"4 / 











et comme la fonction ®, est paire, 1l faut faire À = o et il vient 





LL 
P,(T) = const.6; (T r) $ 


Je passe actuellement au numérateur désigné par ®(x). On éta- 
blit immédiatement qu'il satisfait encore à l’équation 
ÎT se 
(4) (ot oiK!) = 0e RP MOIS E) 
et l’on peut même observer que chacun des x produits dont la 
somme le compose la vérifie isolément. On trouve ensuite, en dési- 
gnant par 7 un nombre entier, 


 K\ 
P(e+ “—) = 4) PET). 
S1 donc je pose 
TT 


V(æ)=e PE d(x), 


j'aurai 


D'ailleurs de l’équation fondamentale (4) on tirera 


iT 
— NN — 


Re K')+ep TE : 
V(x+2iK')—=—e RÉ NAE Va (x): 
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et en mettant æ — ip: à la place de x, et faisant Bons plus de 
clarté 

(or) = we SP), 
on en déduit 


ni T(x+ik 


Wi(z+oiK')=—e K Yi(x). 


Ainsi par cette transformation nous sommes entièrement ramenés 
à l'équation (4). Mais on a la condition de périodicité 


Â 
y, (e+ =) (2), 


donc, en raisonnant comme plus haut, il viendra 








W(z)= AH (x s)+B0 (At). 


nK; 


. . I 
Faisons pour la suite K= = j} NOUS aurons le théorème exprimé 





par l’égalité 


: è 4K\ SE 8 K 
sinam(æ)+asinam(x Re) + æsinam nt Dom RC 
n 


ES h 





—qn— 1 sinam 8 +1) 
n 
ue ARR cK' 
- mAm(pér)+Be 1e +ip— et) 





11 


J'observe que le premier membre change de signe en augmen- 
tant x de 2K; le nombre 7 étant impair, il en est de même de 


la fonction H, (5) ; d’ailleurs O, d) ne change pas; ainsi il faut 


faire B — 0, et il vient 


4K 


sinam(x)+asinam (x+ a) +...+ æt-1 sinam Le + 
n 


ir] | 


LÀ 











of PRET des PE zK' 
— const.sina NI pe NE 
1 
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Je substitue maintenant aux fonctions @ à période réelle, les 
Tax? 


fonctions analogues S(x) —e*“* G(zx), à la période imagi- 
naire 4:K/; on trouve 





TE 


CE 


« L 2p 4 . LA . L LJ 
où l’exponentielle e  % a disparu; ainsi il vient 








/ At 
sinam(æ) + a sinam | x Fe) + +ans sinam [e + ÉE*) 
SU ELA .) 
= const sinam ( ? Ki" fé É 1h n 
— : M: AP = ) 


7 (s) 
Pour déterminer la constante, je multiplie les deux membres par 


x — 1K', puis je fais x — iK'; en nommant x, x, les modules des 
fonctions K, K,, le terme sinam(zx) qu'il y a seul lieu de considérer 


. 1 . F 
dans le premier membre donne ne dans le second 1l suffit d’avoir 


la valeur de la dérivée de à, (ir) pour æ = tK'. Or, on obtient 


. , L "A &! O . Q , Le EL 
sans peine pour résultat SCA : ainsi On à l'égalité 


:K' zK, \ 
A fo D 22 
1 ; i ( as 2 C PPS ) 
— = const, SIN am { + 4p— |) ——————, 
k M TL LE re 
qi V1 21 (0) 


et l’on en tire après quelques transformations faciles 


K1 T1 (0) 


CONS 


Mx S, [RE | 


nm 








x 
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Nous voici de la sorte parvenus au théorème exprimé par 
l'égalité , 


(RO OK 1) 
sinam(x) + « sin am | x + El NS LC ET tn EE M ASS ne 


% 


#1 





/è 





= sinam ( + 4p — 
it M Ph 


Je n’ai plus maintenant qu’à vous emprunter, Monsieur, la mé- 
thode par laquelle vous établissez les propriétés si remarquables de 


la fonction 
POELE OCT), 
En formant le produit 


S, (&) A (s de es, (RSS a ice OR | 











Ds )— .M M n M n M n ah, 
KR D BIR Us, fan =rek, ce 
(0) 54 ( . ) 51 ( > )... st 
on aura d (æ + ip =) — Ÿ(x), et l’on en déduit la formule sui- 
i n À y, 
vante : 
& ACC cK, 
J1(0) 1 (& — 4p ne) 
T \ cK', \ 
(mr) (6e 
1 
5 La . (72—1) \n 
ap  K! NE / T7) « ! 
Ê [| sintam( ) sintam (PE ) | l L.|:-* sintamn ( 4p 1) sintam (O4) | 


? 1 1 








s (rt) 


œ tK°\ DES 
PC in? l 1 1n2 1 
1— 4? sin?am{— + 4p sin? am | ——— 


\ 
1 





de laquelle découle ainsi la démonstration de votre théorème sur 


l'expression algébrique de sinam(x) par sinam (ÿ) 


La méthode précédente est fondée principalement sur ce carac- 
tère, digne de toute notre attention, de la fonction sinam(x), 
d’être exprimable par le quotient de deux fonctions développables 
en séries, toujours convergentes, et qui restent les mêmes, ou né 
font qu’acquérir un facteur commun, en augmentant l’argument 
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de certaines quantités constantes. Tel est le lien si simple par 
lequel se trouve rattaché, aux notions analytiques élémentaires, 
l’ensemble des propriétés caractéristiques de la nouvelle transcen- 
dante, qui ont leur source dans le principe de la double période. 
Mais il est important d’abord d’observer, dans toute fonction 
rationnelle de sinam(x), l’analogie des fonctions qui jouent les 
rôles de numérateur et de dénominateur, avec les fonctions H et 6. 
À cet effet, je considère la fonction homogène d’un degré quel- 
conque A : 


B(x) = AHr(x) + BH2-16(x) +...+ LH(x)801-1(>)+T@7(x). 
On trouve bien facilement, d’après chaque terme en particulier, 


niT ; 
— (x +ikK') 
K 


P(æ+oiK')=(—1}e P(æ); 


on a d’ailleurs 
P(r+4K) = d(x); 


ainsi dans ce cas général, l’expression analytique du caractère de 
la double périodicité se présente sous la même forme que pour la 
fonction sinam(zx). Introduisons aussi la fonction 


H'(x)8(x)—H(x)68(æ), 


H(x) He 
( ; en la désignant 


qui représente le numérateur de la dérivée de ——— 
O(x) 


un instant par (x), On aura sans peine 


2 _ Ge+ in 


x(æ+2K)=—y(x), y(æ+2ikK')=e x (æ). 


De là résulte que la fonction suivante 


(a) I(x)=AH"(x) + BHr-1(x)8(x) +...+ LH(x)07-1(>)+161(x) 
+[H'(x)6(x) — H(x)0'(x)] 
x [A'Hr—2(x) + B'Hr-3(7)0(x)+...+l'07-2(x)] 
donnera encore | 


IT AR 
x +4K)=1(>), dr Park) (Eire LS 


Mais on ne peut pas satisfaire à ces deux équations par une solu- 
uon plus générale que la fonction définie par l’équation (x) qui 
renferme 27 constantes arbitraires. 
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Supposons en effet 


la seconde équation donnera facilement 
Amon = (—i)'amgra, 


d’où 
Am+2kn = (— DLL ne ghm+kèn, 


Æ étant un nombre entier positif ou négatif. On voit par là que 
tous les coefficients s’obtiendront au moyen des quantités &, 
Gi, -.., Aon_1 Qui restent arbitraires. Si à la condition 


on substitue la condition plus particulière 
TOR Cr) 


tous les coefficients à indices pairs devront être nuls, ce qui réduira 
à moitié le nombre des constantes arbitraires. 
Ainsi je considère l'expression 


d sinam(x) . 
Aer Loi am(æ)|}, 





sinam(z)F[sin?am(x)| — 


où F(x) et f(x) désignent’ deux fonctions entières, l’une du 
degré m, l’autre du degré m—1; je remplace sinam(x) par 
1-H(zx) 
vz 9(æ) 





» le numérateur 


k eme 1 H(x) R[1 (x) 
(x) =@8(x) de e| 1° 





x O(x) 4 @?(x) 








1 H'(x)8(æ)—H(x)68'(x) Ê on | 
x O2(x) CAN 2 UE 


vérifiera les deux équations 


— (2m +1) RU+ir 


D OR Tr) (x + 25K') ——e ’II(æx) 


indépendamment des valeurs des coefficients au nombre de 
2m —+ 1 qu'il renferme ; il en représentera donc la solution la plus 
générale. Mais, d’une autre part, je considère le produit des 
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2m + 1 facteurs 


H(z+ a) H(x + @)...H(x + Gom) H(T + Gem+1) : 


il satisfait évidemment à la première des équations précédentes, et 
l’on voit sans peine qu'il vérifiera la seconde, en assujettissant les 
constantes @i, Go, ..., Cam) Æom+1 à la seule condition 


di + A +.. ES 2m + Ao m+1 — 2J7K, 


J étant un nombre entier quelconque. En introduisant un facteur 
constant, on aura une nouvelle expression de la solution générale, 
dont la comparaison avec la première donne le théorème exprimé 
par l'égalité 

sinam(æ)F[sin?am(x)] — Cr ee am(æ)] 


H(x+aæ)H(x + a:)...H(x + Gom1) 
mt) NOUS 





—ICONSI 


Ainsi nous obtenons, sous la forme trouvée par Abel, les pro- 
priétés fondamentales des fonctions elliptiques relatives à 
l’addition des arguments. 

Dans le cas le plus simple, celui de m = 1, on aura 





sinamaæ[sin?am(x) + A]— BE) 
H(x—+a,)H(x + a) H(x — a — æ) 
— Const. ; 
63(x) 


Les coefficients À, B dépendent des quantités &, et &:, au moyen 
des deux équations qui expriment que le premier membre s’annule 
POUrT = — dy, T —— A. 

S1 l’on suppose a; = — «2, on trouvera 


| B='0: A —— sin?am(a:), 
ce qui donnera 
H(x)H(x+a;)H(x—a;). 


sinam(æ)fsin?am(æ) —sin am(a = Const 


et par suite 


: . EEE H(x + Hire 
sin?am(æx) — sin?am(a; ) —= const. Re 
log[sin?am(æ)— sin?am(a:;)] 


— const. + log H(x + &) + logH(x — a;) — 2log@(x). 
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Cette dernière équation conduit à la théorie des fonctions de 
troisième espèce, en différentiant par rapport à &@,, et intégrant 
par rapport à æ. 
Mais je reprends les deux équations 
im 
. —n—(x+ik : 
U(xz+4K)=l(x), H(x+21:K')—=(—1ire AU ae I (æ), 

dont la solution générale est donnée par l’expression 


(x) = AHt(æ)+ BHr-1(x)@(æ) +... 10%(x) 
+[H (æz)8(x)—H(x)8"(x)] 
x [A'Hn=(2)+ B'Hr-3(x)O(æ)+...+l'07-2(x)]. 





En faisant «à —e 


4K\ K 
b(z)=T(æ)+al(æ+ nl +æn(e+ —) + 


De œ'i—1 Il Ë se ee) , 
on aura toujours la seconde équation 
ne TELE IKS , 
P(x+o2iK')—(—1)te K P(xr), 
mais de plus 
æ(e+ UK Oui Dr) 
\ nm 
Posant donc 
AT 


Pari e PE P(x). 
1l viendra 
iT Fe Tk' 
n—— (x+iK)+p—— 


/ + | 
V(e+ a) AUOT) OUTRE 2rKT = re, K K W(zx). 


Je mets à la place du facteur (— 1)*, ei, et je fais 


Wi(æ)=Y ae; 
) = iK' |: 


It 


J'obüendrai par là les deux équations 


/ 11% 2 DR 
Wi(c+ =) = vite), YVi(æ+oikK')=—e "K se px). 


\ 
On aurait pu faire plus généralement 


Vi(e)= fe + PUS — a 
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y désignant un nombre impair quelconque, et l’on serait arrivé aux 
mêmes conditions. En faisant 


LU EN 
MIRE 
. 3 . Cd * , L2 . . . 
on trouvera, comme Je l'ai déjà établi, que le nombre x soitimpair 
ou pair, 


\ 


Yi(æ) — aïi(ÿ) AS (ii): 


Nous voici donc parvenu au théorème exprimé par l'égalité sui- 








Vale 
| 4 K / Ms 
(a) + ane + Te) arm (e —) anim fe + | 
11 | n k n 
iT x Port ; SA. 
de PK | Hole piK'—(n—v)K fe. piK'—(n—v)K | 
eue à n M ne nM 


Sans m'arrêter à la détermination des constantes @, b, 1l estclair 
qu’en remplaçant « successivement par toutes les racines de l’équa- 
uon binome æ*— 1, ou en faisant p—0,1,2,..., A—1, on aura 
un système de 7 équations linéaires qui donneront 





n—1 Â 
iT x “7! 
72e Ÿ RER z 1K'—(n—v)K 
tr) Rs 2K ap] ÿe + Eu — — 
0 
Re tK'—(n—Y)K 


Cette nouvelle expression de la fonction H(x) conduit au dévelop- 
pement en série de toute fonction rationnelle de sinam(x) et de sa 
dérivée. (J'ai remarqué à ce sujet qu’en cherchant le développe- 


ment de la fonction 
Tax? 


212) — etKK (>), 


d’après celui de 


O(T) =1—2 9 cos = k __ — 
= — +2 cos2 Es 
q L q K 
n'T 
( 


x 1 J nT . ; 
TE ix — nK') — Éta (ëx + nK') 
=1+3 (— 1)" |e + € A} 
nm 
1 


on arrivait au résultat suivant : 


Le # r (x + 2niK')? LE ( 2niK'}? 
LKKr FE TX 77: L IT ACT LE t 
JTE CRE ÿ Cry | LL el il 
LL) 
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Tr x? 
La fonction e‘“* H(x) donne de même 


co 


T ET 
4 RE De+r+niRs pe @r+DiKT} 
— 1)? | —— € | 
L 
La théorie de la transformation découle bien simplement des 


mêmes principes. Considérez, en effet, la somme ou la somme des 
produits 2 à 2, 3 à 3, etc., ou le produit des z fonctions (7 étant 














impair) : 
Ve \ >) / 4 
H(r+ ie) H (x ) nf, 40 1)K 
H(zx) n n ñ 
PES PORT € / - 7 5 ES . ———— 7 74 - F 
8(zx) e(r+) e(r+°$) ofr+ 4( 72 ] 
Le \ n ) | n 


Soient D,(x) le numérateur, B,(x) le dénominateur : pour l’une 
et pour l’autre de ces deux fonctions on trouve les conditions 


PÈTE - 
n ue (x + à K') 


. re d i K 
1 AR ERP b(æ), d(r+ À) = &() 


desquelles 1l résulte 


' LASER KT 
P,(æ) = A1 Hi te ) + + B; (te). 








d(e)= Ac (Ft + 2) + Be, (Rs ): 


/ 


Or la fonction ®,(x) sera paire ou impaire selon qu’elle sera rela- 
tive à une somme de produits d’un nombre pair ou d’un nombre 
impair de fonctions. Dans le premier cas, on devra faire A, — 0, 
dans le second, B,— 0; d’ailleurs pour ,{x) on a toujours Aç— 0. 
De là résulte que la somme des produits 2 à 2, 4à 4,..., n —1 
à n — 1 des quantités 





I 


E(x) ef) 2.) CRE 


est constante, et qu’elles peuvent être considérées comme les 
racines d’une équation du ni" degré, dont les coefficients sont 


des fonctions du premier degré de ————— 


e, ( z) 


On en conclut 
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l'expression connue de cette dernière fonction, par une fonction 
rationnelle de l’une quelconque des quantités précédentes, etc. 
H(x) 

6(x) 
découlent immédiatement, comme on le voit, de l’équation de dé- 
finition des fonctions H et 6 simplement Dériad 4e on peut 
même remarquer la grande extension que reçoit le développement 
en produit infini de sinam(zx), qui a été obtenu la première fois 
comme conséquence des formules de transformation, au moyen de 


Toutes ces propriétés, spéciales à la fonction à double période 


l'égalité obtenue plus haut, savoir : 


sinam(æ)F{sin?am(x)] — Eee 
ée 


H(r+a )H(xr + a@2)...H(r + Grm+1) 
O22+1(%) à 


fIsin?am(x)] 





ICONS: 


Jusqu’à présent, je n'ose point encore espérer, Monsieur, d’appli- 
quer avec succès la méthode précédente à l'analyse des fonctions 
de deux variables à quatre périodes simultanées; ce sera donc sous 
un autre point de vue que je vais essayer de lier en quelques 
points, par des résultats analogues, la théorie des fonctions abé- 
liennes et des fonctions elliptiques. Ainsi je prendrai les fonctions 
de troisième espèce, et sous la forme suivante : 

An Ab \ dx Aa Ab \ dy 
ue | PEUT Ag Er Verne ) ne L 


Le 








l'intégrale étant assujettie à s’évanouir, lorsque l’on fait à la fois 
æ—0, y —0, Ax représentant la racine carrée du polynome 
Pa! + pat? + p3@$ + pis psax5. Je la désignera par 
IT{u, 6, «4, B), lorsqu'on y aura fait les substitutions x = Àç(w, ©), 
y == (u, +), les nouvelles variables w et 6 étant comme à l’ordi- 


a Y 
«= f 21 EN OERTIES 
à ae, & AY 


et de même a — ho(a, B), b— À;(a, B). On aura alors les Éa 
sions suivantes des coefficients différentiels 


naire 





AU T+Y—a æ + y — b 
> AC : AND nee 
du (a—x)(a—7) (6 = z)(b = 
dil Aa AB 


do a (Dr ant AOC SEE 
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J'introduirai pareillement les variables w et 6 dans les fonctions de 
seconde espèce, savoir : 


1 (= ANR 2esr) et ( LE EVA ee : 


elles deviendront respectivement 











fl [Co + À) de — 5h du], 


fra HR NU D PAIN a AN 


Cela posé, la première étant désignée pour un instant par (uw, v),, 
et la seconde par (4, 6)2, je ferai 


Eu, v) = 2pi(u, Ph + 3ps(u, 0)» et E,(u, bo) = p;(u, v:; 
on aura alors le théorème exprimé par l'égalité suivante : 


DRAP, zx, 6) 21l(2, 6, w,v) 
— pa(av —Bu)+aE.(u, b)+R Eu, v)—uE;(x, B)—vE,(x, B), 


de laquelle se tirent les valeurs des fonctions complètes. Prenons 
en effet pour w et e deux demi-périodes simultanées £, 7, les va- 
leurs correspondantes de x et y donneront A(x) —0o, A(y)—0o; 
ainsi l’on aura 

2 (6, 7,2%, 8) = pa(a —Bi)+aEi(s, J)+$BE;:c, J)—cEi(x, B)—7E:(x, 8). 
On remarque sur cette expression un singulier genre de disconti- 
nuité de la fonction II. En effet, les arguments w, e, étant quel- 
conques, 1l est hors de doute que l’on peut, sans altérer sa valeur, 
ajouter les périodes simultanées aux arguments &, $; mais si l’on 


suppose ut, 0— 7, la fonction deviendra uniquement périodique 
pour ces indices; c’est ce que l’on vérifie aisément sur la valeur 


précédente. 
L'égalité (1) peut être transformée en une autre plus simple. 


Posons 


Zu, vo) = Elu, v)— Au — Br, Zu,r) = Eu, b) — A'u — B'e 


et déterminons À, B, A’, B’, par les conditions 


AT B7 — E, (z, Far Are pe TAN ME 
A'i+B'J—=E(t,7), A'i+B'y =E;(r,J'), 
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d', J! désignant deux autres demi-périodes simultanées. Faisons en 


outre 

 D(u,v,a, B)—=o2N(u,e, a, B)+uZi(a, B)+vZi(a, B) — c(av — Bu), 
c étant une constante dont la valeur est c—p; BEA? il viendra 
(2) P(u,v,a, BP)—D(a, B,u, pv) ——c(av —Bu). 


Dans le théorème exprimé par cette égalité, la fonction ®, comme 
il est aisé de voir, Jouira de la propriété que 


P(u+oi, v+27, a, 8) = P(u, », a, GB), 


P(u+ai,v+og", a, PB) = D(u, 0, a, 8); 


ainsi on obtüendrait une fonction séparément périodique en x et 
en ÿ, en prenant 


Iu+ip"N Ju 7? 
Due, Lie APS ET, Q; 8). 


Peut-être cela conduira-t-1l à un développement de la foncuon W 


de la forme ZayneV-t(mutnv), Jai remarqué à ce sujet que,Mle 
théorème d’Abel permettant d'exprimer algébriquement 


À 


( ARE EM 
TE Late 7 


Ju+ je) fjiu+to jJu+]v) 
PETER RS 
T T m\-0 


\ 


au moyen de 


ue JURA na ju), x n(— 2e), n (5, 2e), 
TT Gt Dr, TUME 7 © Cr 
on obtenait un nouveau genre de réduction des fonctions de deux 
variables à des fonctions algébriques de fonctions d’une variable, 
parfaitement analogue à celui que vous m'avez fait, Monsieur, 
l’honneur de m'écrire; mais ce cas particulier, auquel j'ai été 
ainsi amené, ne m'a point semblé moins difficile à traiter que le cas 
général. 

Quoi qu'il en soit, le théorème d’Abel donnera, pour l'addition 
des arguments dans la fonction II, l'égalité 


H(u+u,v+o",a, GB) 
= Nu, v, a, $)+I(u', 0", a, R) +logf(u, », u',#', a, 8), 


RS — à © 
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Q9 
Q9 


et l’on aura de même (!) 


CO) Bu +u,v+v', a, ) 


— PQu, v, a, B)+ Du’, »', a, B) +logf(u, v, u', v', «, B). 


L'égalité (2), au moyen de laquelle on peut faire l'échange simul- 
tané des arguments w, 6 et 4, 5, nous donnera le théorème corres- 
pondant : 


4 


Pa, B,u+u',v—+s) 


— Dia, P, u, ») + Da, B, u', 0 ) + log f(u, ve, ul, p4 a, B), 


auquel on pourrait arriver aussi par une voie directe. Cela posé, je 
mets dans l'équation (3), à la place de w, u', 6, v! respectivement, 
Hu i+w,j] +6, +e"; il viendra 


P(u+u+oi, v+v' +, a, b) 
= P(u+i,p+y,a, B)+b(u+i, p'+ 7, a, b) 


+ log f(u+i,v+y,u+i, v'+ 7, a, 8), 
ou bien 
P(u+u,v+v,a, 86) 


= P(u+i,v+y,a, f)+ bu +i, v'+7, a, 6) 


+ log Cu + t, L AT u'+ l, D + J, x; B ). 


Cela étant, je fais a = u—u', 8 — 6 — +", ce qui donne 


Pu+u,o+ep,u—u, p —v) 
= P(u+i,v+,u—u,0—0)+b(u+i, v'+j,u—u,p—5s) 
+ logf(u+i, v+yj,u'+i,v'+yj,u—ur, po —v). 


Je change ensuite w’, +’ 


en — ul, —6. Comme la foncuon 
change de signe avec les deux arguments w, v, le terme 
P(—u +, —0'+ 7, ……) pourra s'écrire — D(u/—i, 0'— 7, ..….), 
et, en ajoutant aux deux premiers arguments leurs périodes 25, 
27, —D(u+i, +7, ...), de sorte qu'il viendra 


P(u—u,r—v',u+u,v +0) 
=Puti,v+j,u+u, ve) Du +i,v'+j,u+u,v+ps) 


0 cu, y v,u+u,v+v) 


En ajoutant membre à membre les deux dernières égalités, et 





(1) La fonction désignée ici par f est le carré de la précédente. HUF 
[. — I. 3 
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développant dans le second membre par le théorème sur l'addition 


des deux derniers arguments, 1l viendra 


P(u+u,v+ov,u—u,vp—v)+b(u—u,v—v,u+u', P +0) 


= 2P(u+i,v+j,u,p)—2B(u + i, v'+ 7, u', v') + fonct. log. 
Enfin, si l’on applique au premier membre le théorème 
Pu,v,a,B)—HD(a, B,u,r)—=—c(av—Bu), 
on obtiendra l’égalité 


P(u+u, p+op,u—u, 9 — +) 
= P(u+i,v+j,u,p)—D(u'+i, 0 +7, u, v') 
— c(us— u'v) + une fonct. log‘, 
par laquelle la réduction des fonctions elliptiques de troisième 
espèce est étendue aux fonctions abéliennes. 

Mais j'ai entrevu un autre genre de démonstration, fondée sur 
des considérations toutes différentes, et dont je vais essayer de 
donner l’idée en l’appliquant aux fonctions elliptiques. 

Soit, comme à l’ordinaire, 


A(x)=VlGi—a)(i—xz?)]; 


NTI A ONE 
LE me cent 


on trouvera facilement 


au dz = * æ?— a? dr — A(Æ) 
7 DR ANNE) D a UE 


et, en différentiant de nouveau par rapport à @, 


posons 





dz \ 
d'A LS | 
( Cie) SAS dx A(æ) I 
=  ——4a$%| nl eme 2e me 
o À® (æ — a )? a? 
D'ailleurs on a immédiatement 


dz 
Z A(a) d|a(x) a | A(a) 


y PET re 
dx x—a dx (æ— a)? 





on en conclut cette équation 


; La] A(a 
—_— LOYE A(x) — ar s(a) [€ it +. 
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En prenant pour variables indépendantes les arguments E et a des 


fonctions 
æ—\sinam(t), a = sinam(«), 


et mettant Afam(o)] au lieu de Afsinam(a)], il viendra 


DR SR toi | A[am(a)] 
di = — 242 Esinam(ax) A[am(x)] + RETIENS 
Soit 
É | da 
E(x) = f sin?am(x) da ét 5 = EE) [ +u; 
on aura 


du du 


x = de? donc u—=F(a+E) + fa —EË). 


Considérons donc l’égalité 


ë 7 
a fl 2 A TE RATES 


sinam(t)—sinam(x) 


+ fs =FG ++). 


sinam(a) 


En faisant £—0o,ona 


d 
FC) +) = fr 
on trouverait de même, pour 4 — 0, 
F4 D = fr ÉT 


donc 


D APE Cap roun Ja) = (a). 


Je m'arrête un instant à cette remarque; car, sans aller plus loin, 
on peut tirer de là les théorèmes fondamentaux des fonctions ellip- 
tiques. En effet, en différentiant par rapport à &, il vient 


A [am (2 )] 


1 2 2 4 4 AT one 
sinamç(£)—sinam(z) * PC EN CS ss AN re 


Faisant successivement £ — x + a, = x — a, et retranchant on 
obtient l’égalité 

Afam(a)] A[am(x)] 
sinam(æ+a)—sinam(æ) sinam(r—a)—sinam(z) 


= F(a+r+a)—F'(x+r—-a)—f(a—-x-a)+f(a—-x+a). 
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Or la fonction f’(x) étant impaire, on voit immédiatement que le 
. l . 
second membre est symétrique par rapport à æ et «; on aura done 








A[am(a)| A[am(a)l 
sinam(æ+a)—sinam(a) sinam(xr — a)— sinam(a) 
A[am(x)l A[am(x)] 
” sinam(a+ a)—sinam(æ)  sinam(z— a) — sinam(æ) 


De là se üre le théorème d’Euler sur l'addition des foncuons ellip- 
tiques. Soit en effet 4 — 0, on aura 











1 1 
sinam(æ+a) sinam(r—a) 
Bt A jam (æ)] CRE A [am (æ)] | 
sinam(aæ)— sinam(æ) sinam(a)+sinam(z) 
a 2sinam(aæ)Af[am(zx)] 
7 sin?am(a)—sin?am(x) 
et permutant x et 4 
i I __ 2sinam(æ)Af[am(a)] 
sinam(æ+a)  sinam(r—a)  sin2am(x)—sin?am(a)’ 
donc, en ajoutant membre à membre 
I __ sinam(z)A[am(a)| — sinam(a)Af[am(x)]. 
sinam(r+a) sin’am(æx)— sin?am(a) ; 


ce qui se ramène sans difficulté à la formule connue. De la même 
source on re encore le théorème sur l’addition des arguments dans 
la fonction de troisième espèce, en opérant ainsi que je lai fait 
dans une lettre adressée à M. Liouville, imprimée déjà dans les 
Comptes rendus, et qui paraîtra de nouveau dans le prochain 
numéro du Journal de Mathématiques. H ne serait pas difficile 
d'arriver à la forme que vous prenez ordinairement, Monsieur, pour 
les fonctions de troisième espèce; 1l suffirait pour cela de partir de 
la formule suivante, que l’on démontrerait comme précédem- 
ment; savoir, & élant une quelconque des quantités qui donnent 





sinam(u+1)=sinmam(u — 1): 














Afam(a+i)] A[am(a+c)] 
sinam(x+aæ)—sinam(zx+i) sinam(r—a)—sinam(æ+it) 

4 Afam(x+t) Af[am(r+i)] 
” sinam(a+a)—sinam(æ+éi) sinam(z— «)—sinam(xæ +6) 


: ] 
et de prendre L tel QUE NEO 
sinam(z) 
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, 


ais je reviens à légalité 
Mais} l’égalit 


Ë y 
Af[am(a)] dé RARES da er AU ke 
FR +4 EC)+f = F(a+é) + f(a—6#). 


sinam(t)—sinam(x) 





Changeons 4 en — 3, puis retranchons membre à membre, il 
viendra 





 +—2% 
sin?am(£)—sin?am(a) 


| SPGRIBIE rire 
0 


= F(a+6)+fla—#)—F(E—a)— JE 2). 


Le second membre pourra encore évidemment être représenté par 

F(a + E) + f(a — E), el puisque le premier s’annule pour CO 

et a— 0, par F(Ë-+a)—F(Ë— 4x), F étant une foncuon paire. 

Pour la déterminer, différentions par rapport à £; puis faisons 

Ë = 0, il viendra 

2sinam(zx)Af[am(a)] 
sin?am() 


2F'(a) — — 





2x? Ex), 


d’où, en posant Z(x) — f Ex) da : 
F(2) = — +logsin?am(x)+ x? Z(a); 


il vient donc cette égalité 





Ta 2sinam(aæ)A[am(x)] d£ 
0 


sin?am{(é)—sin?am(a) 


sin?am(£ — à 
BD ho name 0) Fe 


L[ZL(E—-a)—ZL(E + 
en A ue) 


de laquelle se conclut sans peine tout le reste de cette recherche. 





SUR LA DIVISION 


DES 


FONCTIONS ABÉLIENNES 
OU ULTRA-ELLIPTIQUES (). 


Mémoires présentés par divers Savants étrangers 
à l’Académie des Sciences, Tome X. 


L'objet principal du premier Mémoire d’Abel sur la théorie 
des fonctions elliptiques est la résolution des équations relatives 
à leur division en parties égales. Le beau résultat auquel il est 
parvenu, savoir, que cette résolution est toujours possible à l’aide 
de radicaux, en supposant connue la division de la fonction com- 
plète, peut être étendu aux transcendantes d’ordre plus élevé 
nommées par Legendre fonctions ultra-elliptiques, au moyen des 
nouveaux principes sur lesquels M. Jacobi a fondé leur théorie. 

C’est ce qu’on va essayer de faire voir, en considérant d’abord 
les transcendantes qui sont l’objet du Mémoire inutulé : De func- 
tionibus quadrupliciter periodicis quibus theoria transcenden- 
lium Abelianarum innititur (Journal de Crelle, 1. 13, p. 55). 


ï' 
Soit 
A(æ)=Vr(i—x)(—pix)(—piæ)(—piz): 
considérez les fonctions + et y déterminées par les deux équations 


"(a+ Bx) dx fee 


U, 
Fes A(x) A A(Y) 
M nee, EE 070 dy 10e 
SA A(æ) À A(Y) 


(:) Ce Mémoire est signé de M. Hermite, élève de l'École Polytechnique. 
E:1æ: 
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et soit 
AQU UV = NUUIUEt 


La propriété fondamentale de ces fonctions de deux variables 
consiste en ce que les quantités 


L(u+v,u+o), A(u+o,u+o) 


sont les racines d’une équation du second degré, dont les coeffi- 
cients sont des fonctions rationnelles de 


HOT) Au) AIX Cu;u)], A[ACA UN, 
ho(#, v"), (pv, p), ATAo(p#, e')], A[A(p, p")]. 


Il en résulte que, quel que soit le nombre entier n, les deux 


fonctions 
onu, nu')}, (nu, nu') 


seront pareillement les racines d’une équation du second degré à 
coefficients rationnels en 
ACHiU), Ah(u u)ATX(u; u)], "A[A: CUS: uw]: 
Cela fait voir que, par la résolution de deux équations algé- 
briques, on pourra déterminer inversement 
Ao(u, u') et Au, u') 


par 


Ao(nu, nu') et (nu, nu’). 


Représentons, pour abréger, par x, et y, les fonctions relatives 
aux arguments multiples zu, nu/, et soit 


ÜUx} + U'xx + U'= 0 
l'équation qui sert à les déterminer, au moyen de + et y; J'ai 
trouvé qu’on pouvait mettre les coefficients sous la forme 
P+—QaA(xz)A(r), 


en désignant par P et Q des fonctions rationnelles de x et y; mais 
celte remarque n’est pas essentielle pour ce qui va suivre. Je par- 
uirai de ce que les racines simultanées des équations 


{ Ux? + U'æ + U'= 0, 


G) | Up ie U'y» Are U”— 0 
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sont données, d’après M. Jacobi, par les formules suivantes, où 








l’on a 
0 1 
; 11 (x + Br) dr f (x + 6x) dx 
Het MT RAS lo = 2 ———— ) 
Je. V—14(œ) /) A(æ) 
1 
. j ER ; (a+ 6x) dx 
ls — 2 — , L4, hi) ) RE — 
1 yÿ—1A(æ) Ma A(æ) 
p? p? 
1 
! : (x + B'x) dx À (a+ B’ TC) dx 
= VE ( A(X) 0 (æ) 
+ 
x Pi(a+f$'x) dx + (a! B'x)dx. 
L3 — 2 RER = 7 1!) ty = 2 TA 
JW ETAT) Nr (æ) 
P? p2? 
Savoir 
/ . 17 1. "+ / 7720 «1 / : pe Par Tee, ; mg! \ 
; MU V—I+ ME + NV IgV—I + MU V—I M lo EM VI ML, 
= QUE ——— "© “y VE —— 
. n n 
ÿ A4 dr: "7 ou! ; 5 Vo ne CARE Br 172 
MU V —1<+ MN Lo + MN l13Y—1+ MN li MI V—IM lo M laV HN l 
= M (ur VIE EST RNESERERS Te vi 2 iv + : 
\ n n 


en attribuant aux nombres entiers m, m/', m', n°", les valeurs 0, 


1, 2 , ….s TLERTE 

Voici maintenant le théorème sur lequel repose leur résolu- 
uon. Soit f(x, y)une fonction rationnelle et symétrique de x et y. 
P; 4;7, 8 quatre racines de l'équation binome £r = 1. Faisons, pour 
abréger, 


I — mi, = IH Mio + Mt Ve PILE 


RSS: ‘ VAE VOTE. mr +1 
= mi Vi nu PM VEN EE 
on aura 


°n —1 n—1 n—1 n—1 , 
\] \ \ Il ! r / Il ! [ ' " 17/4 ) 
À > > D 7 À) L'EAU 1)S xt Kér HI UREERS prg”? re sn \ 
m" 1M m' m { 12 n I nn 
0 0 0 0 


=YA+BA[ (nu, nu')] +G A[ (nu, nu')]+ DA[A (nu, nu')] A[\ (nu, nu], 


A, B, C, D, étant des fonctions rationnelles de Àç(nu, nu’), 
(nu, nu). 

Le premier membre peut d’abord être ramené à une fonction 
rationnelle de Àç(u, u'), Au, u!), contenant d’ailleurs des quan- 
Utés relatives aux arguments multiples. En effet, d’après la pro- 


O 
[ 
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priété fondamentale des fonctions à, le terme général 


ir OA D“ L 

flholu+ —) Dee le L(u+=, u'+ — 

I LA I A2 

pourra être exprimé rationnellement en foncuon de 
lo(u, u'}, TOUL), A[ho(u,u')|, A[A(u, u')| 


et des quantités analogues relatives à la division des indices : or, 


on trouve aisément les formules 





æ da 

AN — + fs FX (a + &' _— 
CN Re x ) + (a T') Tr? 
us MERE D dy 
Aly)=(x —- — + AS Ce , 
US ri) du Are EM) du 


desquelles il résulte que les radicaux 
A[Ao(u, u')|, NC U) 


s’exprimeront eux-mêmes rationnellement en Àç(u, u') et A4(u, uw), 
car, en faisant disparaître les irrationnelles des équations, puis 
les différentiant successivement par rapport à &w el w', on ob- 
tiendra les dérivées partielles en fonction rationnelle de À,(«, uw) 
ebAIÇU, u'). 

Représentons pour un instant ce premier nombre par &(u, u'); 
on démontrera aisément, au moyen des propriétés relatives à la 
périodicité des fonctions À, l'égalité suivante 








, 
It /è 


ki V—i1+k'to+ lis V—i+k" dy RM STE ET PT ETS E 
(u+ 1V { Lo 3 re 1 V 2 3 V an 


na guos srk"o(u, u:), 


quels que soient les entiers #, 4, 47, k7. 

En l’élevant à la puissance », on obtient donc une fonction ra- 
ionnelle de À,(u, u'), }(u, u'), qui ne change point en substi- 
tuant à ces quantités deux autres quelconques des racines simul- 
tanées des équations proposées. Il résulte de là, et de la théorie 
des fonctions symétriques des racines d’un système d'équations à 
plusieurs inconnues, que cette fonction pourra être déterminée 
rationnellement par les coefficients des équations proposées. 

Mais comme il à été introduit précédemment les dérivées par- 


um 


L, 
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uelles de Aç(nu, nu'), }, (nu, nu’), on pourra les éliminer par les 


formules suivantes 





dx Hs : 

(ab— fa JR = t+ y) 28 — Pa de = vs + By), 
d F 

(af — fa NZ = = 2 (a+ Br); (a'B — B'a à = un Cat 


appliquées, bien entendu, aux quantités x», y. 
Il suffit maintenant, pour achever la démonstration du théo- 
rème énoncé, d'observer que toute fonction rationnelle des deux 


radicaux 
AfAo(nu, nu')l, Af[Ai(nu, nu')] 


peut être mise sous la forme 
A+ BAflo(nu, nu')]+ CAfAi(nu, nu')]+DA[A(nu, nu')]A[\i(nu, nu')]. 
En supposant successivement 


Ja, J)=r+y el JL, J)= &7, 


le théorème précédent donnera, exprimés par une somme de 
nf— 1 radicaux ni", les coefficients d’une équation du second 
degré, dont les racines détermineront, en dernière analyse, celles 
des équations proposées. On le verra facilement, en considérant 
le système des équations linéaires qu’on obtiendrait en attribuant 
à p, q, l', 8, leurs diverses valeurs. J’ajouterai ici, mais sans m'ar- 
rêter à le démontrer, que les 72"— 1 radicaux dont je viens de 
parler peuvent s'exprimer rationnellement par quatre d’entre eux. 


IT. 


Pour obtenir la division des indices, faisons 


NUE ti VU ONE RUN NO AE 
nu = kx!, Ve FC -— RTL nie LEUR Le : 
on aura 
._Æn —= O0; Jn —= 0; 
et les équations à résoudre seront 


(2) U'=0o,  U’—o. 


Q2 
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Leurs racines seront données par les formules 


3 


F4 . enr F ‘ Cie - . 3 RE . . ARE À mm 
, 16 ("= PER + lo + mm lg VE + m'i MmAV—-i+mi, +m'i —1 + m :) 
== 0 PP EE EE 2 
n n 





2 


. . . SES a . . FT EE . . \ HET 
y=À jet rene em v—im"i mimi m'isy—i+m 2) 
= 1 | —————————————— 2 
n n 


en attribuant aux nombres m, m', m", m”', les valeurs 0,1,2, ..., 


n—1; mais si l’on suppose le nombre » premier et si l’on fait 


hi = g ÿ—1, 
LE = mt, ti + Lo, 
= mu y—1+ m'is+ is V— 1, 
1, = mi y—1+ m'i+ m'is ERREUR 
in CA A ÿ—1, 
ui Ve Tee, 
eV nu ENV — Tr, 


L, = mi, ÿ—i+ mi, + m'is V—i +, 


(3) ( 








en supposant à 7», m', m',les valeurs 0, 1, 2,..., n—1 età hr, 
les valeurs 1,2; 3, ..., n —1. 
Cependant, si l’on observe que 


ho(— u, —u)= Aou, u'), 


À (— u, —u') = A(u, u'), 


comme on peut aisément le démontrer, on verra qu'il suffit de 


faire 
n—1 
H—=1,2,...; 2 
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conjointement avec les autres valeurs de », m', m"; car, passé 


mer 





[ : é es 
le terme , on ne ferait plus que reproduire les valeurs déjà 


« 


obtenues. 

Cela posé, soient 9 une racine primitive, par rapport au nombre 
premier », 1, l’une quelconque des quantités comprises dans la 
formule ré, VAT + mis + mis W— 1 + m"i,, l la quantité cor- 
respondante relative à l'argument w/, et f(x, y) une fonction ra- 





uonnelle et symétrique de x et y; considérez l'expression 


L(r—1)—1 


7 I l' / I I - 

/ ù ! LEE UE FR ok — GX. 

(4) > ff (e Fa =) ie (? n°? =) 
0 


4 


où 6 est une racine de #271= 1 ; le terme général pourra s'exprimer 


(A EUR 
fa n° It i < nn 
TAN FRA 
A 1 Eee À ? A Mt es . 
| TL ONLNTE 


Or, on a vu précédemment que, pour toute valeur des arguments 


ratïionnellement en 


oi 


u et w/, les radicaux 
INR E UNION PEU 


s'expriment rationnellement au moyen de 
Ào( LU OUTRE 
et des quantités relatives aux arguments mulüples; ainsi, on 


pourra transformer l’expression (4) en une fonction rationnelle 


+. \ hp 11: L'on: . ; : 
et symétrique de À, (a =)» À; (s =) que je représenteral, pour 


bréger, pa SR) 

abréger, par w© ( —, — |. 

g D 1 P: i n° 2) 
Or, si dans l'égalité 


+ (72 —1) —1 
TL ) I F SP | [' 
220 LD Ra LOUE \ ONE fee k 
(5x) D fu (e nu ) M (e ñ 20e IL 
0 


on remplace Let l’par 041 et 541", on trouvera aisément 


e (e METRE UD Are 
PRET AUL } non) 
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Cela posé, comme le nombre 24 équivaut, suivant le module », 
à un nombre quelconque ! pour une valeur convenable de X, en 


\ 1 
Ier Ee Set) / LL 
(7 —; — |) = où 7 — }9 
HET, TÉOMTÉ 


faisant 





on aura 


Si donc on donne à I et [toutes les valeurs correspondantes 
comprises dans les formules (3), en attribuant à »2, m', m" les 


valeurs 


(SP À ET RP EPA | VE De 


on pourra former une équation dont les racines seront les valeurs 
correspondantes de la fonction Ÿ, et dont les coefficients seront 
des fonctions rationnelles de ceux des équations proposées. Il est 
bien facile de voir, d’après les expressions (3), que son degré sera 
1+n+n?+n; or, il suffira d'en connaître une seule racine 
pour résoudre les équations (2 ). 

En effet, si nous considérons une de ces racines, et si nous la 
désignons par (4) pour rappeler qu'elle dépend de la quantité 0 
qui entre dans l'expression (4), on aura 


en l F OR | je 
2 TES à TC NN ONU A RTE 1e pk 
cn J Ào LAURE ! Ce PATES die 


d’où, en substituant successivement à 4 toutes les racines de 


— (7 


1 
— 1) [ste | . A 
2 nr 00007 ..., 0 , 1, etajoutant membre à membre 


les équa Uons résultantes 


Hu 4 AS FM 
fox) À ts. = )| 
1 1 1 1 


au — Ra — / ! — EVE" 
460 NE C0 EE SET 


donc, en faisant f(x, y) —=x—+y, puisf(æ,y)—xy, on con- 
naîtra par là les coefficients d’une équation du second degré dont 
les racines déterminent, en dernière analyse, celle des équations 


proposées. 
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I. 


Des considérations toutes semblables aux précédentes s’appli- 
quentaux autres classes des fonctions ultra-elliptiques, et 1l suffira, 
pour le faire voir, d'établir les formules suivantes. 

Soil 





Afa) ee Væ(i—x)(i1—pÎx). ..(1—pDirr1T), 
Ok(r) = ax + Bxr + yrr? +...+ nxrr. 
Posons 


k Q,(æx) dx 0: EE 
D 
EC Ou (æ) dr 
un =D, Jp _A(æ). d 
0 


et considérons, d’après M. Jacobi, æ,, æ1, ..., æ,, comme déter- 
minés par ces équations en fonction de w,, wi, ..., un, de sorte 


qu'on ait 
po CUS UD ELU) Lt = AQU RUE Re 
T n — ARTS U;; sdeneTs Un): 
En les différentiant, par rapport à &,, 1l viendra 
nm 


142 n 
RE D drp 05(2}) > Y dærp 01(Tn) Lee D dry 0x(Tn) 
= Do ’ = , CC —— Sr 
n duo A(æh) h dus A(Th) ñ duo A(æn) 
1 0 ; 


0 














el si on les ajoute après les avoir respectivement muluphées, à 
partir de la seconde, par des quantités 41, £, . .., t», telles que 


0o(%1) + 101(@1) + 20221) +... + tn0»(%1) = 0, 

06(Ta) +t101(%Za) + t202(%>) +... + n0n(%2) = 0, 

() (Tr) + ti 0,( LED ) + do ri) + 0/0 
on trouvera, en faisant, pour abréger, 


D = 0,(X0o) + L101(To) + t202(To) +... + tn0n(%0), 


dxzy  A(Xo) 
CLS ET 





2 
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el 1l est bien aisé de voir qu'en différentiant par rapport à w,, 
Us, -.., Un, On aurait d’une manière semblable 





dty  t1A(Xo) dt _ t2A(%) dTo _ tnA(æ) 

AUD. : LL) my AD OMED C4) 

Ces formules font d’abord voir comment le radical A(x,) s’ex- 
prime rationnellement par l’une quelconque des dérivées par- 
elles de x, et les fonctions æ5, æ,, ..., æh3; mais en ajoutant les 
équations précédentes, après les avoir multipliées, la première 
par G(x,), la seconde par 0,(x,), et ainsi de suite, on obtient 
cette expression 


A(xo) = dote) ne 0 (rs) Le LE D DC Ru 


et il est clair qu'on aurait de même 








ar dx dx 

A(æ) = o(a1) 7e + it Te Door A A Dpt 
dx dæ, dx, 

Ar) 0o(Tn) TA +01(Tn) Jen +... +0i(Ta) SA 


Les propriétés relatives à la périodicité des fonctions À sont 
comprises dans le théorème suivant. 


Soit 
1 
1 D2 
SEC PÉTTOr NS Eve PHO0E(ær) dr 
lj —2 RER TE. Lo —= 2 at TRES 1 
1 l 
VA) — Pa OCT) Le ) NAME fi 0:(æ) dr 
— } ———— OMC \ D — SE 
3 1 A(æx) 21n+2 SE A(x) 
Pi Pin 
(EF 
FA) = ns 6) mo EU) mg 0 +... .+ MonsaiWlie) 
quels que soient les entiers m,, m2, ..., on aura 
Ou OM ous IN À, (un use Un ), 


PR TOUR EUR nu, Im NX (us ur, . "4, Un), 


An(uo HI ui), ..., uw, +10) = X,(uo, ui, ..., Un): 
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Parmi les 27 +2 indices de périodicité, 7? +1 seront réels, 
savoir 
Qi; ls, 0.1" Dle/ 1, 
et les autres imaginaires, et de la forme a ÿ—1, où & est réel. 
Ainsi, pour le cas de n7 = 1, on trouverait les indices 
1 1 ] 


il Ox(x) dr À ee 0,(x)dx 0 Oz(r)dr k 14 6,{æ)az 
2 % — 2 0 CS RC —. 
4 A A(x) ? #4 A(zx) É À: A(x) ? J'1 A(æ) 


)2 ETX 
p pè 








£ étant o ou 1, etils se ramènent à ceux de M. Jacob1 par ces 











équalions 

1 1 
(a+ 6x) dr PE Can ALU (a+ x) dx 
| A(x) ah A(x) RP ARE": 

P; 

[l 
; (a+ 8x) dr © (a+ Pz)dz P?(a+ fx) dx 

P? p° 


Enfin, la propriété fondamentale des fonctions À, et qui est rela- 
uve à l’addition des arguments, consiste en ce que les quantités 


ho (Uo + Fo; Ur 7: …. Un + Vn), À1(Uo + Po, U; Se ie OU Un +Vn), ..…. 


hn(Uo + Pos Ui + Pis ses Un +Pn) 


sont les racines d’une équation de degré #7 +1, dont les coefti- 


cients sont des fonctions rationnelles de 


RO CU TDR ROULE), A1 (UD LUI EP LE I RER À à (Us tt, COUR 
ATÀo (os Ur, +. Un)l, A[A1(Go, Li, -. un)l, 2 9 APCE NN 
Ào(Pos Vi; Pr A1(00, DIS EE MERE Àn (Pos RARE 


ATA0o(00; Ps esters n)l; Af[Ai(Po, O1, . " Vail UE da 4, A[A»(0o, P1: .….) 0x]. 








SUR 


LA THÉORIE DES TRANSCENDANTES 


A DIFFÉRENTIELLES ALGÉBRIQUES. 


EXTRAIT D'UNE LETTRE A M. LIOUVILLE. 


Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, t. XVIII. 





J'ai essayé d'introduire, dans l’analyse des transcendantes à 
différentielles algébriques quelconques, des fonctions inverses de 
plusieurs variables, à l'exemple de ce qui a été fait par M. Jacob: 
pour les fonctions abéliennes. Je vais passer rapidement en revue 
les principaux résultats que j'ai obtenus, en réservant les démon- 
strations et les développements accessoires pour un Mémoire que 
j'espère bientôt avoir l'honneur de présenter à l’Académie. 


En suivant la marche tracée par M. Jacobi dans le célèbre 
Mémoire intitulé Considerationes generales de transcenden- 
tibus Abelianis, j'ai été conduit d’abord à rechercher le système 
d'équations différentielles ordinaires dont les intégrales complètes 
sont données par le théorème d’Abel, considéré dans toute son 
étendue. Cette recherche, au reste, était assez facile en s’aidant 
des résultats consignés par Abel lui-même dans le Mémoire cou- 
ronné par l’Académie des Sciences (!). 


(!:) Tome VII des Savants étrangers. Voyez aussi un élégant Mémoire de 
Minding, publié dans le Journal de Crelle, t. 235. 


|: PS € 4 
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Soit, en suivant les notations d’Abel, 
X(Y) = Po + P1Y F PaY? 2, Dan 1 Er EREES 


une équation algébrique quelconque irréductible, dont tous les 
coefficients sont des fonctions rationnelles et entières d’une même 
variable x. 

Nommons ses racines 


: ÉTRIÉTaAT PARU YOTAUT 
et désignons par 


(G) SL, Y)=to + y +taÿ? +... + tn-2 nr? 


une fonction rationnelle et entière de x et y, dans laquelle le 
degré d’un coefficient quelconque #4 soit pris égal au nombre 
entier immédiatement inférieur à la somme, diminuée d’une unité, 
des n2 — m—1 plus grands exposants des développements de 
chaque racine y suivant les puissances descendantes de x. 

Soit enfin y le nombre des coefficients arbitraires contenus dans 
f(x, y); cette fonction sera susceptuble d’un nombre y de formes 
différentes que je représenterai par 


Jia, ); J2(x, '), Der TIC): 


Cela posé, en désignant par 


des variables en nombre quelconque x plus grand que y, et par 


V1 CR TE) 


des fonctions irrationnelles choisies arbitrairement parmi les 


n racines 
J'1 Ÿ2) {97e J'n) 


on aura, au moyen du théorème d’Abel, sous forme algébrique, 
les Rte complètes du système des équalions 


fr) y RUE ACTA DIRE AE + fiCru LE) dry = 
X (Yu) LT r) X (Ju) 

fan ra), Le, + Ve) dre + . A2 
XL (Yu) x (Je) (Ju) 

DÉLITS () , AAGINAL LP OS + - Aer) que 


x) CU Ge) XL (Yw) 


= 
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IL est inutile de dire que, dans chacune des racines y), ou 
Yes --., On remplace la quantité x par la variable x, ou x», ..., 
du terme où elle entre. 


IS 


D’après cela, je prendrai pour fonctions inverses les quantités 
li; To, ……, Ty; 


définies par les Y équations suivantes 


ST k ER PO AY 
> ‘4 a GHyu) 7e, u, D: {° , f2(Tr Y(h) dry 2 
on x (rw) mit X (Ju) ET 
Do a. 
x k 
far, V6) 

ne os se se ce à » see 0e , Cut NEUTRE) dry flics 

2 RE C7 DA TS 


el Je poserai, en conséquence, 


M AI(UI La, ...,uy), lœa heu, Us, ...; y), ..., 


Ty = Ày(Uy, Uo, ..., Uy). 


Cela étant, les intégrales du système d'équations différentielles 
considéré plus haut, intégrales fournies immédiatement par le 
théorème d’Abel, donnent sans difficulté, par un changement 
convenable de constantes, le théorème fondamental, qui consiste 
en ce que les y fonctions 


Àk(Ui + V1, Us H Va, .... Uy + 0y) 


sont les racines d’une équation de degré y dont les coefficients 
sont des fonctions rationnelles des diverses fonctions 


Ak(u, U>, ….., uy ) 


Àx(®2, V2, CRC) [227 ) 


et des valeurs correspondantes de celles des racines y que l’on à 


fait entrer dans les équations BSE 
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II. 


De là découle cette propriété importante des fonctions inverses, 
qui consiste dans la coexistence d’une série d'indices de périodi- 
cité pour tous les arguments, et qui montre toute l'étendue de ce 
caractère singulier, dont un admirable Mémoire de M. Jacob1 a 
révélé depuis longtemps l'existence dans les fonctions abéliennes. 


Considérons l’équation 
LM) XL (V2) LT). LP) = 0, 


dont le premier membre, comme on sait, s'exprime par une fonc- 
tion entière de x. Chacune de ses racines jouit de la propriété de 
rendre égales deux des racines y de l’équation 


LPESIC 


Supposons donc que y, devienne égale à une autre racine y41, 
pour les diverses valeurs 


224 ! 14 1/11 ( n : 
T'— A, As y, +, NA); 


de même que 


pour 
D As 4e Done AR 
el 
V8) = 131 
pour 
RE PRE LU SRE 


et ainsi de suite. 
Faisons, pour abréger l’écriture, 


fie Jin) Jam Tim) tp r, 





Y'(Yu) L' (Yi) 
AAC AN AU CRE ES 
PEU Gen op à eryner ment = USE) 
X (Ye) L (Ya) 


CCC CC 


Jar Yon) fx Yim) 


7 7 = k;7 ; 
L(Ym) X (Yi) (k;7) 


el désignons par les lettres 72 des nombres entiers posiufs ou 


Qt 
er 
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négatifs. Si l’on pose 


n=n;—1 gti) n=N:—1 oœ (+1) 
1 2 
1x — Ÿ m\t (k, 1) dx + ÿ mo f. Ca) dr. 
dd at") at”) 
1 1 EE 2 
TU A atr1) 
+ > my f (Æ, y) dx, 
œ (1) 
nt Y 


on aura ce théorème : 


Une fonction rationnelle et symétrique quelconque des 
y fonctions inverses conservera la méme valeur en ajoutant 
simultanément aux divers arguments 


Ui, Ua, Us, ..., y 
les quantités constantes 
Fe b, LB, Lee lg [,. 


Par une autre méthode, indépendante du théorème sur l’addi- 
on des arguments, mais qu'il serait trop long d'indiquer ici, on 
obtient directement les égalités 


Nul, uote, ..., Uy+ 1y) = Ai (ui, Us, ..., uy), 

Ne (us Li, u+ D, ..., uy+I,) = Aou, Ua, ..., uy), 

ne PERS RS PT RER : 

AyCui+ M, ue+ Le, ..., uy+ y) = Ày(ui, Ua, ..., uy). 
IV 


Les racines de l'équation 


M AVLOS AGAIN AGIT 


qui se sont présentées comme limites des intégrales qui entrent 
dans l’expression des indices de périodicité, jouissent de la pro- 
priété générale d’être les valeurs maxima ou minima des fonctions 
inverses. Cela résulte des expressions de leurs différences par- 
elles que je vais rapporter. 

Soit 
GG) F(ay)=mñ(s y) + y) ++ fe 7): 
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concevons qu’on détermine les constantes L par les ÿ —1 con- 
ditions 


F(t2, Y(2) = 0, F(ts;, Ya) = 0; 1) F(xz}, Ym)= 0. 


Nommons F,(x,7) ce que devient alors l’expression (3 ); 
équations (2) donneront sans peine 


dri __ m1X (y) de, _ WA), :..., CARO 
du: F:(T1;, Yu) dus Fi(Ti, Yu) a F;,(x1;, Y 11) 





De même, si l’on appelle F,(æx,7)la fonction F(x, y) déterminée 

par les conditions : 
F(xi, Ya) = 0, F(x3, Ya) = 0, Le F(æ,, Ym) = 0, 

on aura 


dr > PVPIX (Ye), dd?» Ho X (Yo) J ne dT2 My X' (Ye) 
dust F;(22,7a) duz  F:2(22, Yu) du,  F2(æ2, Yo) 





et ainsi de suite; d’où résulte la proposition énoncée. 
De ce qui précède on tire des équations linéaires aux diffé- 
rences partielles qui méritent d’être indiquées, savoir 


dx dx dx ; 
fit, Ya) FA + f2(L, Ya) Fes cou + fy(æi Yu) 4 er (Ye ) 


dz: dr dx 
J1(Zas Vis) ss + f2(Le, Vin) FFE HE + Jy(Gs, Vu) di = XL (Ye): 


dx dx dx ; 
fier Tm) 2 + fa(ay: Jin) 2e ++ fs (anTm) ra = X (Yom). 
Remarquons enfin cette conséquence que, l’équation 
ACT »)$ PE te (7) $ Du ne) des 
étant satisfaite par 


T = La, Sd ae 4C) 
T'—= L3, Ji Ts: 


on peut, au moyen des différences partielles de l’une des fonctions 
inverses, déterminer algébriquement les 7 —1 autres. 
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V. 


Le théorème relatif à l’addition des arguments conduit encore 
à exprimer les fonctions inverses dans toute leur généralité, au 
moyen des cas particuliers les plus simples, où l’on ne suppose 
successivement qu'un argument variable, les autres étant égaux à 
des constantes quelconques, à zéro par exemple. 

Ce genre de réduction, qui est dû à M. Jacobi, se retrouve dans 
une autre partie de la théorie, comme on va le voir. 

En nous bornant, pour plus de simplicité, aux fonctions de la 
première classe des transcendantes abéliennes, considérons la 


différentielle totale 
F(x) 


Vftæ) vf 


où F(x) est une fonction rationnelle quelconque, et f(x) un po- 
lynome du cinquième ou du sixième degré. Si l’on substitue aux 


SET AREE 





variables æ et y les variables w et # des fonctions inverses définies 
par les équations 


fe RDA ne 
A TO 


cdz fr dr | 
RESOUDRE) 


) 





son intégrale étant désignée par 
H(u,ov) 


Jouira, en vertu du théorème d’Abel, de la propriété exprimée par 
l'égalité 


HQu+u,p+e")=M(u,s)+I(u,v") + une fonction alg. et log.; 
en faisant 
on trouve 
I(u', p)=T(o,v)+(u',o)+ une fonction alg. et log. 


Ainsi, la fonction II(u, v) à double argument est ramenée aux 
deux cas les plus simples, où l’on suppose successivement un 
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seul argument variable; on voit encore qu’on n'aura plus à 
considérer que des intégrales de formules différentielles qui con- 
tiennent seulement une variable indépendante, à savoir, des 
intégrales, par rapport à w, de fonctions rationnelles et symé- 


triques de 
Ai(u,o), Au, 0), 


et des intégrales, par rapport à », de fonctions rationnelles et 
symétriques de 

A1(0,P?), Ae(0,0). 
On se convaincra facilement de la généralité des considérations 
précédentes : ainsi, dans le cas des fonctions de la seconde classe 
des transcendantes abéliennes, où s'offrent des fonctions à triplé 


argument, 
Hu, ?, w), 


on aura de même l'égalité 


H(u+u',p +, w +) 


r 


= Hu, v,æ)+I(u',s", w') + une fonct. alg. et log., 
ou bien encore la suivante 


H(u+u+u, 0+6 +0", æ+ ww + æ") 


= Nu, », æ) + H(u',e', æ') HIT (u”, 0”, w") + une fonct. alg. et log. ; 


et, en faisant 


LEO: PO, 
Pa (te 
Lt, (Di 0, 

HQE (TS 
0 0, We "0: 


il vient 
Hu", #', æ) =IT(0, 0, æ) + (0, »', 0) + II(w”, 0, 0) + une fonct. als. et log., 


ce qui conduit aux mêmes conséquences que précédemment. 


VI. 


La méthode qui m'a donné la division des arguments dans les 
foncuons abéliennes s'étend aux nouvelles transcendantes; mais, 
jusqu’à présent, je n'ai pu aborder la théorie de la transformation 
sans être arrêté par les plus grandes difficultés. Mes tentatives 


2 
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m'ont conduit, néanmoins, à quelques considérations sur cette 
théorie bornée aux fonctions elliptiques; je vais les rapporter en 
peu de mots, 

Soient o(u, k), ou simplement e(u), la fonction inverse, 
définie par l'égalité 





GQUu) = vf: —pi(u)|li—Æ'pt(u)] ='AGE KL), 


20 et 25 /— 1 les indices de périodicité, et ? un nombre impair 
quelconque. Le théorème fondamental, donné pour la première 
fois par M. Jacobi, consiste en ce que la fonction 

; q 


2pw 2 U) 2(n—1)w 
3 = p{[u + =q(u)+e(u+ + our}, 
n ; à n : n 


où l'une des périodes des fonctions elliptiques se trouve divisée 





par le nombre n, peut être représentée de la manière suivante 


À désignant un nouveau module, & et « des constantes. On en 
déduit ensuite que toute fonction rationnelle et symétrique des 


quantités 


20) 4 w 2(n —1)w 
o(u), Mere ) ® PR en D +. ©|u+ FRS À 


où, de même, l’une des périodes des fonctions elliptiques subsiste, 
tandis que l’autre se trouve divisée par le nombre n, peut être 





, , . . UL EP 
représentée par une fonction rationnelle de o ‘E à). Or voici la 
démonstration du théorème de M. Jacobi à laquelle JE me suis 
trouvé conduit. 

. dz : LE ALTER k 
Il existe, entre —— et 3, une relation algébrique qui s’obtiendra 


du 
ar l’élimination de o(u)\ entre les deux égalités 
ï D 


= 9 (u+ 22e), FE =Da(us 22e). 


Soit pour cela w(u)— x; 3, comme on le voit aisément, se lrans- 





: à æ U 
forme en une fonction rationnelle > U et V étant deux poly- 


nomes pairs du degré r — 1; on établit ensuite sans peine que les 
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racines de l'équation 
2DU 
(4) 3 —= ( (a + — 


sont de la forme 


2 0) \ 4w\ 2(n—1)w 
p(u)=y(s), ie A o A) cos De +22) 


/t lt 
Cela résulte, en effet, de ce que l'expression de z ne change point 
: 2 Lu) 
en augmentant d’un muluple quelconque de A 


a A . ’ 4 ARE , dz 
Or, la même chose a lieu nécessairement dans la dérivée —; 


du 
el comme 
æU 
Chop 
On a 
d(æU dv 
dz \L dx au ER 
ne RE Re PR El Le PR Rs t— Kk2x2). 
"n vs v{ \ ) 
A 3 ’ dz . . = 
Ainsi, le carré de Ju AuI est une fonction rationnelle de +, con- 
servera la même valeur en y substituant successivement les 
diverses racines de l’équation (4); par suite LE s’exprimera par 
I its Qi Le PU P 


la racine’ carrée d’une fonction rationnelle de z. 
Or, cette fonction sera entière, car 


Ya (a+ 2e) 
nt 


ne peut devenir infini sans .que quelqu’une des quantités 





> tu) . . \ . . . 
o (x 7 2e) ne le soit, ce qui rend dès lors 4 infini lui-même. 


Pour obtenir maintenant le nombre et la nature des valeurs de z 
qui donnent 


il faut chercher les racines de l'équation 


Da(u+ 22e) =. 


On trouve très facilement qu'elles sont comprises dans les deux 
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formules 








p devant être supposé successivement O0, 1,2, ..., 
2 


j observe que, pour les substituer dans l'expression de z, il est 
inutile d’avoir égard à ces diverses valeurs de p, de sorte qu'il reste 
seulement à considérer les racines 


ü) Se 
ame (®), age Vi). 


On voit, par là, que le polynome en 3, qui entre dans l’expression 
3 ; 1 $ 
de Tu? Sera du quatrième degré, ne contiendra que des puissances 


paires de 5, et s’'évanouira pour les valeurs 


LG) e-[5 Gr 


Ainsi l’on aura 
dz / 72 z2? 
EC ÉPTARENTAUES 
du a?) \ G° 


C étant une constante qu’on détermine en observant que, pour 
que, 


je 


12 





u — 0 el, par suite, 3 — 0, on a 


ls 2p 
de == DA ( ï 





faisant donc 


OI de 


VII. 
Il résulte, de ce qui précède, que l’équation 
u æU u ; 
ap (5 à) = ou EU — ae (2, X)V=o 
a pour racines les » quantités 


g(u), e(u+ 2), 1 432 e(u+ 20e). 


; n 
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Je vais faire voir qu’on peut tirer de là, directement, la transfor- 
mation des fonctions de troisième espèce, sans établir préalable- 
ment, comme le fait M. Jacobi, la formule de transformation des 
fonctions de seconde espèce. Soit, pour abréger, 


"à 
F(æ)=œU— ap(n x). V; 


a 


en désignant par m une quantité quelconque, on aura, comme 








l’on sait, 
F'(m) 1 
F(m => 2 p& \” 
CE PRET 
La (27, 
ou bien encore 
n—1 
P = 2 
F7) 1 I I 








= —— + ———— 
F(m) m—o(u) 2pO\ 2 P W 
p=1i | A—v{[u+ ) Mm—vo|u— —— 

n ; 


Or, on peut écrire 


U 
PE 
PAR e (2 x) —M 
en posant 


HAE RU) rs 
ee Le x Vo a V 





pour T = me 


Il importe beaucoup de remarquer cette valeur de M qui, pour 


m — (ut, À), devient o (£, à); ainsi l’on a l'égalité 
(42 
Av (£ :) — B 


Lt LEO 
(En) 











æ I +Y er \ I 
o(u)—"() (ue 22e) ou) a (u 222) —e(r) 
n n j 
d’où, en changeant le signe de u, 
l 
e(H,2)+e(52) 
HONTE 
Là I 
æ O(u) + (pu) 2p pi 2p | 
RES (LEE ) ++ (u) e(u— 27 ) + gt) 
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puis, retranchant membre à membre, 


A 0? ( 1) Be (#. à) 
TA 7 Co 
o2 (£ à) — 92 (£ 1) 

DVa At 

o(u) | L À 

2 ago = | 
PSS ANS 2 ë (u+22e) —et(u) op? (ue) | 
Soit maintenant 


% du Ë 
p?(u, k)—o(nu,k)? 





te f 


av 


l'équation précédente donnera, en intégrant depuis & = 0 jusqu’à 
u= +, el en ayant égard aux valeurs des constantes, 


e(£: 1)a(É; 1) & 
nn Ge) à 


#5 AE NET 


e 


n —1 
2 


= ete b+eu) D [n(e+ 28, ne) en (re 22%, 4], 


P—1 


P —= 








ou bien 


H Ë AAA 
77) EES 
= A(u, £)Az+o(nu, £) Au, Æ) (x, 1,4) 


= 


P = ———— 


à 2pD W 2 D W) 
+o(u, #) A(u,4) > E (e+ Ê à 2, k) + (z— Ê A &) |: 
p=1 


Le second membre peut être ramené à ne contenir qu'une seule 








fonction de troisième espèce, avec une quantité logarithmique ; on 
a, en effet, la formule 


A(H) 2 A(H) Æ A(x) £ A(æ) : 
p(H)—p(T+a) o(u)—p(r—a) (r)—o(u+a) pr) —o(u—a) 


qu'il est facile de vérifier ; elle donne, en changeant w en — y, 


Au) ee A(u) Eu AT) 4 NE) . 
p(u)+o(w+a) p(p)+o(w—-a  p(r)+p(t+a) e(x)+p(u—a) 
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Ajoutant membre à membre et intégrant depuis x = 0, on trouve 
sans peine, 


p(m)A(D)[I(r—a,u)—H(r+a,n)] 





(pes EE 2 
M Peur 
1.17 CHA 


d'où, en permutant & et x, et changeant les signes des deux 
membres, 


o(u)A(b)[I(r+a,u)+l(x—a,n)] 

fes p?(a) 
x RE 
= 2P(h)A(R)I(z, m)—° log Troc 


1B—= a 
PIE TEE 








On arrive donc définitivement à la formule suivante, pour la 
transformation des fonctions de troisième espèce, 


/ \ \ 
a a AT 


—=A(u, £)Ar+no(u, k)A(u, «X)II(x, 1,4) 


9 2p w 
p= É ( nm ) 





I O2(U+T) 
ÉD 
dre (222) 
7 gu—r) 

VIII. 


Dès les premiers pas qui ont été faits dans la théorie des fonc- 
tions elliptiques, on a imaginé de les différentier par rapport au 
module, ce qui a conduit à plusieurs résultats importants. Or, le 
même moyen analytique s'applique avec facilité à toutes les fonc- 
uons de la forme 


te de 
où y est donné par l'équation 
X(Y)=7"—X=0, 


X étant une fonction entière de x. 
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Voici, par exemple, le théorème qui en résulte pour les fonc- 
uons abéliennes. 
Soit 
Efr)=zx(x = a) (rt) 
un polynome du degré 2m +1; on pourra représenter toutes 
les fonctions abéliennes de première et de seconde espèce par 
l’intégrale 


et en considérant z comme une fonction du module a, on ob- 
tient l’équation linéaire de l’ordre 2m 


n=2m +1 


à 2 VF (x) 4m—n—2k Ft (@) 
(æ— a}n-k MO ne 
OR | 
I 2)2m—n+1 d2m-n+1 3 


XX PART RS VOS NT PORTANT RE fie dde NU PU bio 2 vis de 

(2k4—1)(24—3)...(2k+on— ÿjm—1:) dam-n+i 
Lorsque k est compris entre o et m—1, de sorte que 3 repré- 
sente les transcendantes de première espèce, l'intégrale com- 
plète s'obtient en ajoutant à la fonction 


MANVE CE) 


les diverses intégrales définies qui entrent dans l'expression 
des indices de périodicité de la fonction inverse, multipliées 
chacune par une constante arbitraire. 


De là résulteraient facilement, entre autres choses, des théo- 
rèmes analogues à l’équation de Legendre entre les fonctions ellip- 
tiques complètes de première et de seconde espèce, à modules 
complémentaires; relation déjà généralisée par divers géo- 
mètres (!). Mais je ne veux pas m'étendre plus longuement sur ce 
sujet, qui, du reste, donne lieu à de nombreuses conséquences, 
que je développerai dans une autre OCCasion. 


(!) Voyez, par exemple, un Mémoire de M. Catalan, couronné par l’Académie 
de Bruxelles. 








PRINCIPAUX THÉORÈMES 


DE 


L’ANALYSE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Extrait des Mémoires de la Société royale des Sciences, 


Lettres et Arts de Nancy, 1845. 


Les recherches que j’ai l'honneur de présenter à la Société ont 
pour but d'établir les principaux théorèmes de l'analyse des 
fonctions elliptiques, par une méthode nouvelle qui repose prinei- 
palement sur l'intégration de l’équation aux différentielles partielles. 
du phénomène des cordes vibrantes. Dans la marche que nous 
allons suivre, on verra s'offrir tout d’abord comme un élément 
essentiel du calcul la transcendante remarquable, au moyen de 
laquelle les trois espèces de fonctions elliptiques s'expriment ana- 
lyüquement de la manière la plus simple. Les propriétés diverses 
et caractéristiques de ces fonctuons s’offriront naturellement comme 
conséquences de modes divers d'expressions par une quantité 
unique, et nous retrouverons par celte marche en quelque sorte 
synthétique les premiers résultats qui ont servi dans l’origine de 
fondement à toute la théorie, et auxquels on s’est arrêté longtemps 
avant d'arriver aux idées plus générales. 


Il. 
Soil 
L 
de A(æ)=(1+2cr?+ xt)?, 


c étant une constante que l’on supposera, si l’on veut, plus petite 
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que l’unité; considérons la fonction de troisième espèce 


rar. 
(» NT 


L 1 RE 
VA (æ — a) Ax 


où a désigne le paramètre. En différentiant par rapport à a, on 
trouvera 








dz Walz —a)(a ca) FAQ 
(3) Nr A (æ— a) Ax de 
mais on a identiquement 
sage AT 
(Ta) AI 
(4) d AT NAT ) _ 2(T—a)(cr + x8) A1, 
à dr z—a (x — a)? te (æ—a)? Az é 


d’où en intégrant 


(5) 





dx + const. 





NE DEEE CE Em a)(cx + x) — Ar 


HET À (æ — a)? Ax 


La constante se détermine en faisant x — 0, et l’on trouve ainsi 


(6) 








AGE) fs en I 


- — dx — —. 
Hana (H—=a4)"AT a 


Ajoutant membre à membre avec l'équation (3), il vient 


À dz " AT 
Aa — 
da «4 


Mar at)(r? ax +a2+ c)—(x?—a?)(x? + a? +50c) y 
= ax 
(æ— a)? Ar a 





RE À 


et en réduisant 





Ï 
AT ai 


dz Ar ff (x?— a) dr 
Uri Ce TRE 


\ 


On voit que dans ce résultat il n’entre plus la fonction plus com- 
pliquée de troisième espèce, de laquelle nous sommes partis. 
D'ailleurs, en différentiant de nouveau par rapport à @, il vient 


d * dz ta Ax 2 Re F3 
OCR (TE a) LATE «7 À 
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mais 1l est visible que 


d’où 





et différentiant encore par rapport à +, il vient 


d dz\ Aa 
GE NANTES EE —————— 
dx ( 2 (æ— a} 


De là se conclutimmédiatement le résultat remarquable exprimé 
par équation différentielle partielle 


l 1z :4 ls dd. A 
(8) sa (aa ge) — à | (ar: }=-aaa | Ps . 


De Les 
dx dx A a? 





10 


Ici nous nous trouvons naturellement conduit à prendre pour 
variables indépendantes, au lieu de x et &, les arguments # et & des 


fonctions inverses définies par les égalités 
fé dx ui da 
A us (e A; = ES 
Jo AT J, Aa 
, \ 
et nous poserons, d’après cela, 
Tete) CE AC) 


Alors l'équation (8) prend la forme plus simple 





d? 3 d? 3 Aa 
di ENT 
: EAU 2aË£ A(a) + Er 
+ 





On peut aisément faire disparaître le second membre en posant 
U = 3 + A + B, 
À et B étant des fonctions de 4, indépendantes de la variable é. 
n'ya qu'à faire 


d? À dB DE Aa 
dx? da 4 HO 





ou 
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et 1l vient effectivement 
dU dU 


dé 7 di 9 


ce qui est, comme on sait, l'équation de laquelle d’Alembert a tiré 
la loi de mouvement de vibration d’une corde flexible, écartée 
très peu de sa position d'équilibre. 


LIT. 


En désignant par F et ® deux fonctions arbitraires, l’intégrale 


r , 


générale de l'équation précédente est 
Die) pie) 


Pour déterminer les deux fonctions arbitraires, observons 
? 
qu ayant 


à cause de 


on peut écrire 





on aura donc 
NAT ! 
MAR (a y = il S +t fa das [TE 
À | 


d’où, en différentiant par rapport à 6, 








A 
Ps pt CEA se L + fa du. 


Le” 


Faisons maintenant dans les deux équations qui précèdent £— 0; 


on trouve 
F(a) + P(x) [+ 
F'(a)— (a) = — + fes da. 


Ce sont ces deux équations qui vont nous servir pour déterminer 
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les fonctions arbitraires; posons, suivant l’usage, 


E(a) = da, 


Z(a) = fE(2) da, 


on obüendra en intégrant la dernière 
F(a)— P(ax) — Z(ax) — log a. 


D'ailleurs on trouve aisément 


JE og. 


FR COR 4 a? 


On en conclut les expressions suivantes : 


NT 12 
> RG NZ (GT) EE Dog = 


2P(a)=—Z(ax) + = log[ Aa — (1 + ca?)]. 


IV. 


Les conséquences des résultats qu’on vient d'obtenir embrassent 
les points les plus importants de la théorie des fonctions elliptiques. 
Parmi ces conséquences on doit surtout distinguer celles qui sont 
relatives à l’établissement de formules par lesquelles la fonction 
inverse À(x + 7), relative à la somme de deux arguments, s’exprime 
en At et Ày. Ge sont aussi ces formules, en quelque sorte élémen- 
aires, que je vais établir en premier lieu. 

Pour abréger l'écriture, on désignera dans tout ce qui va suivre 
par AË ce que devient Ax quand on y remplace x par À(E); cela 
posé, reprenons l'équation 


5 A(a) dt 


MR À 
es tie æsf © =rert) 2866) 


En différentiant par rapport à &, on a 


A(x) 


REA 0) AU OI ce) SES 
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Soit fait successivement 
Ë TR) = Aie 
puis retranchons membre à membre, il viendra 


Aa 1 Ad 
A(æ+y)—A(a) À(G—y)—À(«) 





EC) Ty +a)+ P(a—v+ry) = Pb(ar— y). 
La première partie du second membre, savoir 
Er + y+ a) —F'(xr—7y+a) 


est une fonction symétrique de x et de &. Or je dis qu'il en est de 
même de la seconde. En effet, on voit facilement, d’après l’expres- 
sion obtenue plus haut de (x), que sa dérivée est une fonction 
impaire, et si l’on permute x et &, dans 


Da —r+y)— dax — y), 
il vient 

P'(d—a+y)—DP'(r —a—7y) 
ou bien 

P'(a—z+y)— P'(a— x —7y), 


puisque ®/ est impaire. 

A% A3 
(æ+y)—X(a)  A(x—y)—X(a) 
métrique par rapport à x et «, on a l’égalité 





L'expression : étant ainsi sy- 











Aa RAT Aa 
A(G+y)—A(a) À(x—y)—À(a) 
AE D 








UOA(a+y)—A(æ) (ay) —X(x) 
Soit fait «a — 0; il viendra Aa — 1 et par suite 


I I AT Aœ 2 Ày Ar 


© — ————— — LEA er LR Re QUE n 
ÀA(æ+y) AÀ(t—y) Àÿ—Àx Ày+ix y — x 





S1 dans cette équation on permute x et y, il vient 


I I Ge 2 ÀT AV 
ÀA(x+y) 7 TP EN TS A 








On en déduit, en ajoutant et retranchant membre à membre et divi- 
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sant par 2 
I __ ÀyAx—}rAy 
A(T+Y) 27 — 2x 
I AyAr+xAy 
ÀA(T—Y) y — }2æx 


En prenant les inverses et chassant les radicaux du dénomina- 
teur, il vient définitivement 


Àkæ Ay + Ày Ar 








(EEE 1— À2% }?y 
Àkæ Ay — Ày Ar 
NEA 1 ep 


Une vérification immédiate de ces deux résultats s'obtient en 
faisant 





C=I et Àx = tanor A(x) = 
EME, (æ) cos2æ” 

et il vient en supprimant un facteur commun aux deux termes des 

fractions 


tangæx + tangy 
1—tangrtang y C 


I 


tang(T +y) 


tangr — tang y 
1e tang æ tang y 





tang(æ — y) = 


ce qui est bien les formules connues relatives aux tangentes. 
Dans une autre circonstance, j'aurai l’honneur d'offrir à la 
Société la suite de ces recherches et le développement des prin- 


cipales conséquences, auxquelles donnent lieu les résultats que Je 
viens d'exposer. 


——“…“— © © © — 





NOTE 


SUR 


LA THÉORIE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Cambridge and Dublin Mathematical Journal, t. IT; 1848. 


J'ai lu avec le plus vif intérêt le beau travail de M. Cayley, qui 
a réussi à faire découler toute la théorie des fonctions elliptiques 
de la considération délicate des produits infinis doubles. J'avais 
découvert de mon côté le point de vue suivant, plus voisin peut- 
être encore de l’idée fondamentale de la double périodicité dans 
les fonctions analytiques. 

En désignant par 





les expressions générales de deux fonctions périodiques simples, 
dont la période est &, assujetties d’une manière essentielle {à la 
condition d’être toujours convergentes pour toutes les valeurs 
réelles ou imaginaires de x, je me suis proposé de déterminer a» 
et b, de telle manière que le quotient 








ui 
, iT- . 
admette une autre période d. En posant 7 —e “, cela conduit 


à l'égalité 








12 \ > 21m 
D Ame « 24mg°"e «a 





— 27 
HE a 5 bmg?"e a 
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Chassant les dénominateurs, on trouve pour les coefficients 
CT 

1 A . 24 ’ . 

d’une même exponentielle e  “ , dans le premier membre et 





dans le second, respectivement les deux séries 


nm= + oo NL = + © 


_ 
> An by m TE W—m) et ) yon Du m qi 


TL = — Mi = — © 


Or, la manière la plus simple d'arriver à les rendre égales 
consiste à les rendre identiques, en sorte qu'un terme quelconque 
de l’une, tel que ay by mg? "), ait son égal a; bi} 2e dans 
l’autre. 

Faisons donc, et cela pour toute valeur de l’entier u, 


Tenir 5 
4m Oy.— m4 Ad — An Ou. n Le 


el concevons que 7 soit exprimé en m de manière à produire la 
série des nombres entiers, lorsque m prend lui-même toutes ses 
valeurs. On réalisera cette circonstance en prenant n=m+k, 
Æ étant un entier quelconque; l’équation précédente pourra alors 
s’écrire 
—9(mm +) — by (mt) —9(1 — 7n) 

b TE? 
Ein + ke U— m 


et comme H est quelconque, si l’on fait 4 — m — k= m', m' sera 
un nombre enter variable entièrement indépendant de m;oril 
vient ainsi 


Œyn Der 


—9(m+xk) — 


—2(m'4+k), 
En + k PNR ke 


Sous cette forme, on voit que chaque membre est une quantité 
constante, ce qui conduit aux égalités 


_ Am _ m+k) — const. Om. 


En + k b m+ 


er —2(m+k) — const. 





Donc a» et bm dépendent de la même équation 


A 
It 


— 24m +4) — const. 
Zn + 


qu'on peut encore écrire sous la forme 


RAR DCS qg?Un+h) +a, 
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en changeant de constante, la solution générale est 


m? 


(Ton de I(m)qg # 


am 
la fonction IT (rm) étant assujettie à la condition suivante: 


I(m + k)= (mm). 


Nous voici donc arrivés à cette forme analytique d’une fonc- 
uon (zx) aux périodes a et b, savoir 


m° TN 
—XInm 21 — 
« 





El(m)g * 

P(x) CR EN ri DT ro 
x OU LC 
ZH(m)g # e : 


où la condition de convergence prouve immédiatement que, en 


supposant 
b 


Fr = 0 + 1W, 
le nombre entier k doit être du signe de w’, sa valeur absolue reste 
d’ailleurs arbitraire. En désignant par @(x) le numérateur ou le 
dénominateur, on trouvera ensuite 
EU aid 

Q(xz+a)—=@8(x), Or b)=8(r)ens 
el de ces équations qui ne comportent d’arbitraire que la fonction 
périodique Il(m) se déduisent toutes les propriétés caractéris- 
tiques des fonctions elliptiques, sans qu'il soit nécessaire pour 
cela d'établir, préalablement, l'équation différentielle, tous les 
résultats déjà connus pouvant se démontrer indépendamment les 
uns des autres. 


—_—__— © © © — — 


SUR LA THÉORIE 


DES 


FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, 
Tome XXIX, 1849. 


La théorie des fonctions elliptiques que j'ai l'honneur de pré- 


senter à l’Académie repose principalement sur quelques propo- 
sitions que M. Cauchy a déduites de la considération des intégrales 
prises entre des limites imaginaires. Le véritable sens analytique 
de ces expressions a été donné, comme on le sait, pour la pre- 
mière fois, par le grand géomètre. Ses découvertes, à ce sujet, 
ont été l’origine du calcul des résidus, qui renferme les principes 
les plus étendus qu'on possède pour l'étude des fonctions d’une 
variable. Les recherches présentes montreront une nouvelle appli- 
cation de ces principes, et 1l ne sera peut-être pas sans intérêt de 
rapprocher les méthodes dues aux illustres fondateurs de la théorie 
des fonctions elliptiques, de celles dont j'ai trouvé l’origine dans 
les travaux de M. Cauchy. 





RL 
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RAPPORT SUR UN MÉMOIRE PRÉSENTÉ PAR M. HERMITE 
ET RELATIF AUX 


FONCTIONS A DOUBLE PÉRIODE (!), 


Par A. Caucury. 


Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, 
Tome XXXII, 1851. 





Le Mémoire dont nous allons rendre compte a pour objet prin- 
cipal la détermination générale de celles des fonctions à double 
période qui ne cessent jamais d’être continues tant qu’elles restent 
finies. Pour faire mieux saisir la pensée de l’Auteur, il convient 
de jeter d’abord un coup d’œil rapide sur la nature et fée propriétés 
caractéristiques des fonctions à double période. | 

Supposons que, æ, y étant les coordonnées rectangulaires ou 
obliques d’un point mobile Z, on trace dans le plan des æ, y un 
parallélogramme ABCD, dont les côtés a, b soient parallèles, le 
premier à l’axe des +, le second à l’axe des y. Divisons d’ailleurs 
le plan des x, y par deux systèmes de droites équidistantes et 
parallèles aux axes en une infinité d'éléments tous pareils au paral- 
lélogramme ABCD. Enfin soit une fonction de x, y, qui offre 
une valeur déterminée pour chacun des systèmes de valeurs de 
æ, y propres à représenter les coordonnées de points situés dans 
l’intérieur de ce parallélogramme. Une autre fonction w, qui, pour 
chacun des systèmes dontil s’agit, coïnciderait avec la fonction », 
sera ce qu'on doit naturellement appeler une fonction à double 
période, si elle ne varie pas, quand on fait croître ou décroître 
l’abscisse + d'un multiple de «a, ou l’ordonnée y d’un multiple 
de b; etil est clair que, dans ce cas, w reprendra la même valeur 
quand on substituera aux coordonnées d’un point situé dans le 
parallélogramme ABCD les coordonnées d’un point homologue 
situé de la même manière dans l’un des autres parallélogrammes 








(‘) Le Mémoire d’Hermite annoncé par la Note précédente n’ayant jamais été 
publié et ayant disparu des archives de l’Académie, nous croyons devoir réim- 
primer le Rapport de Cauchy sur ce travail. E. P. 
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élémentaires. Si d’ailleurs on veut que la fonction w satisfasse à la 
condition de rester toujours continue, tant qu’elle ne deviendra 
pas infinie, il ne suffira pas que cette condition se trouve remplie, 
quand le point Z sera intérieur au parallélogramme ; 1l sera encore 
nécessaire que «w reprenne la même valeur quand, après avoir 
placé le point Z sur l’un des côtés du parallélogramme, on le trans- 
portera sur le côté opposé, en lui faisant décrire une droite 
parallèle à l’un des axes coordonnés. 

Ajoutons que, si la fonction w, supposée doublement périodique, 
est assujettie à la seule condition de rester finie et continue tant 
que le point Z est renfermé dans l’intérieur du parallélogramme 
ABCD, on pourra généralement la développer en une série double 
ordonnée suivant les puissances ascendantes et descendantes des 


exponen uelles 
eti, eori 


les valeurs de &, 6 étant 





Supposons maintenant que, les coordonnées x, y étant rectan- 
gulaires, on nomme 3 une variable imaginaire liée aux variables x, y 
par la formule 


La position du point mobile Z sera complètement déterminée par 
la coordonnée imaginaire 2, et, pour que w soit fonction de æ, y, 
il suffira que w soit fonction de 3. D'ailleurs, pour que la fonction 
de z, désignée par w, soit doublement périodique, il suffira qu’elle 
reprenne la même valeur quand le point Z, supposé d’abord inté- 
rieur au rectangle ABCD, ira prendre la place de l’un quelconque 
des points homologues situés dans les autres rectangles élémen- 
aires ; en d’autres termes, il suffira que w reprenne la même valeur 
quand on fera croître ou décroître 3 d’un muluple de a, ou d’un 
multiple de bé; et cette condition pourra toujours être remplie, 
quelle que soit la forme de la fonction w pour les points intérieurs 
au rectangle ABCD. 

Ce n’est pas tout : on pourra, aux deux périodes & et bi, sup- 
posées l’une réelle, l’autre imaginaire, substituer deux périodes 
imaginaires assujetties à la seule condition que leur rapport ne 
soit pas réel. Cela posé, concevons que l’on désigne par a, b, non 
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plus deux quantités réelles, mais deux expressions imaginaires, 
dont le rapport ne soit pas réel. Pour que w soit une fonction de 3 
doublement périodique, il suffira que w ne varie pas, quand on fera 
croître ou décroître 3 d’un multiple de & ou d’un multiple de b. 
Alors aussi &, b pourront être censés représenter en grandeur eten 
direction les côtés d’un parallélogramme élémentaire ABCD, et la 
fonction w sera entièrement connue, quand on la connaîtra pour 
chacune des valeurs de 3 correspondantes aux points situés dans 
l’intérieur de ce parallélogramme. 

D’après ce qu’on vient de dire, il est clair que, si « et b repré- 
sentent les deux périodes de la variable 3 dans une fonction dou- 
blement périodique w, la valeur de w correspondante au cas où le 
point mobile Z reste compris dans l’intérieur d’un parallélogramme 
élémentaire ABCD pourra être choisie arbitrairement. Si d’ailleurs 
cette valeur, arbitrairement attribuée à w, est toujours fimie et 
continue dans l’intérieur du parallélogramme, on pourra, de for- 
mules déjà connues, déduire lexpression analytique générale, 
propre à représenter la valeur de la fonction w supposée double- 
ment périodique, quelle que soit la valeur attribuée à la variable z. 

La fonction w, supposée doublement périodique, ne pourra plus 
être choisie arbitrairement pour les valeurs de 3 correspondantes 
aux divers points d’un parallélogramme élémentaire, si elle est 
assujettie à la condition de rester continue avec sa dérivée, pour 
des valeurs quelconques de 3, tant qu’elle ne devient pas infinie. 
Cette condition sera remplie, par exemple si w est l’une des fonc- 
tions elliptiques, ou même une fonction rationnelle de ces fonctions. 
Mais il importait de savoir quelle est la forme la plus générale que 
puisse prendre une fonction doublement périodique, quand on 
l’assujettit à la condition énoncée. Telle est l’importante question 
que M. Hermite s’est proposé de résoudre. La solution qu'il en a 
donnée s'appuie sur des propositions remarquables, déduites en 
grande partie des principes établis par l’un de nous dans divers 
Mémoires, et spécialement dans le Tome Il des Æxercices de 
Mathématiques. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 

La variable imaginaire z étant censée représenter les coordonnées 
imaginaires d’un point mobile Z, désignons par F(z3) une fonction 
doublement périodique de z, qui reste continue avec sa dérivée, 
tant qu’elle ne devient pas infinie; et soient a, b les deux périodes 
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PART Be a © 
de z assujetties à la seule condition que leur rapport 5 ne soit pas 


réel. Les quatre points 
ee, B, G, D, 


dont les coordonnées imaginaires seront 
Z, 2+a, z+b, z+a+b, 


coïncideront avec les quatre sommets d’un parallélogramme élé- 
mentaire ABCD, dont les côtés seront représentés, non seulement 
en grandeur, maisencore en direction, par les deux constantes &, b; 
et, si l'on pose 

= 3+at+bt, 


t, L' étant deux variables réelles, les valeurs de €, correspondantes 
à des valeurs de #, &’ comprises entre les limites o, 1, représente- 
ront les coordonnées imaginaires de points renfermés dans le paral- 
lélogramme élémentaire ABCD. Le binome 3 + at, en particulier, 
représentera les coordonnées imaginaires d’un point situé sur la 
droite AB; et si, pour tous les points de cette droite, la fonction 
de z et de { représentée par F(z3 + at) conserve une valeur finie, 
cette fonction, quine varie pas quand on y fait croître ou décroître L 
d’un nombre entier quelconque, pourra être développée suivant 
les puissances ascendantes et descendantes de l’exponentelle 


e2Tti, 


Soit À, le coefficient de la m°"° puissance de cette exponentielle 
dans le développement de F(3 + at), m étant positif ou négatif, 
mais entier. On aura 
[l 
À, f er?nnti F(z + at) dt 
#0 
ou, Ce qui revient au même, 


1 
Pa | I(s-at)di, 


la valeur de IT() étant 
mme 6) ?. 
CC) PRE F(£) 
ol 


1410 


F(z Si at) — D: AS e2mnti, 


Nn=— A 
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par conséquent 


Nm—= 


(2) F(z) = > Am 


N = — @ 


D'ailleurs, la nouvelle fonction, désignée ici par (6), ne variera 
pas quand on y fera croître € de &, et vérifiera évidemment la 


condition 
(3) n(é+b)=g?"IN(E), 
la valeur de g étant 

q = ce! 


Enfin, si l’on suppose que la sommation indiquée par le signe D: 
s’étende seulement aux diverses valeurs positives ou négativesde m, 
la valeur m» — o étant exclue, alors, à la place de la formule (2), 
on obtiendra la suivante 


(4) NE UEn > AA 
la valeur de À, étant 

1 
(5) A9 = f F(3+ at) dt. 


0 


D'autre part, si l’on désigne par f(z) une fonction de 3 qui 
demeure continue avec sa dérivée, tant qu’elle reste finie ; par(P, Q) 
la valeur de l'intégrale rectiligne 


JSCS) da, 
étendue à tous les points de la droite qui a pour origine le point P 
et pour extrémité le point Q; par S l’aire du parallélogramme 
élémentaire ABCD ; enfin, par (S) l'intégrale J'/CO)dE, étendue à 
tous les points situés sur le contour de ce parallélogramme, on aura, 


non seulement 


et, par suite, 
(6) (S)=(A,B)+(B, D)—(G, D)— (A, CG), 


mais encore 


(7) (S)=arif [/(L)]; 
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le signe gs étant relatif aux seules valeurs de € qui représenteront 


les coordonnées de points renfermés dans le parallélogramme élé- 
mentaire ABCD. Cela posé, comme, en réduisant f(3) à la fonction 
doublement périodique F(z), on aura évidemment 


Qi D) = (A, C) 
et, par suite, 
la formule (7) donnera 


(8) DOTE 
Si, au contraire, on remplace f(z) par II(3), alors, en ayant égard 
à la formule (3), on trouvera 
(B,D)=(A,G), (CG D)=g7#(A,8B), 
el, comme on aura 


+" 
(A, B) — f (LT) dE = aÂ», 


e/ - 
- 


on trera des formules (6) et (5) 
(S)=a(1—g-?")A,,— ami J'I(E); 
par conséquent, 
NACE) 


« PTE 


F4 L 





(9) An — 


Il résulte immédiatement de cette formule, jointe à l’équation (4), 
que, si, en attribuant à 3 une valeur de la forme at + br, et 
à t, d’ des valeurs réelles dont la seconde reste comprise entre les 
limites o, 1, on pose 








ER 2mn(z—b), 
QR 2 é 
FLO a = > F7 
on aura ï 
: Lei a 
(u1) FC) = Aot — É0(z +0 —€)IF(E)], 


le signe 02 étant relatif aux seules valeurs C,, GC, ..., Cu de la 


variable € qui vérifieront l’équation 





—= O, 


Lie F(&) 
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et représenteront les coordonnées de points renfermés dans l’inté- 
rieur du parallélogramme élémentaire ABCD. D'ailleurs, on tirera 
de l’équation (10), en y remplaçant m par — m, 


(13) 0(3) = —0(b— 3). 
Supposons maintenant que les valeurs de 


É—=s+at+bt, 


g 


désignées par C1, Ce, ..., Cu, se trouvent rangées d’après l’ordre de 
grandeur des valeurs correspondantes de 4/. Soient, d’ailleurs, 


5) LES NA 


les points dont £,, 6, ..., CL représentent les coordonnées imagi- 
naires. S1, dans le second membre de la formule (11), on attribue 
à s un accroissement Az tellement choisi, que le point A’ corres- 
pondant à la coordonnée imaginaire 3 + Az soit renfermé dans 
l’intérieur de la bande comprise entre la droite AB et la parallèle 
menée à cette droite par le point Z,, le terme 


{ 
À, — Î F(3+ at)di 
0 


ne variera pas; mais, si le point A’ vient à franchir cette parallèle, 
le terme À, prendra un accroissement qui se déduira sans peine des 
formules (6), (5), et dont la valeur sera 

Dire 


le signe 2; se rapportant à la seule valeur £, de la variable €. Dans 


la même hypothèse, l'expression 


2TL f 
— J 0(3+db—£C)[F(E 

a 'e ( ‘) [ ( Qt 
que renferme le second membre de la formule (11), se trouvera 
évidemment diminuée du terme correspondant à la valeur 6, de &, 
etaugmentée du terme correspondant à la valeur €, + D. Cela posé, 
il est clair que, si l’on assujettit 0(3) à vérifier généralement la 
condition 
(14) 0(3+0d)=0(3)—1, 

H. — I. 6 
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la formule (11) pourra être étendue au cas où le signe d serait 


relatif aux valeurs de 6 qui représenteraient les coordonnées de 
points renfermés, non plus dans le parallélogramme élémen- 
taire ABCD, mais dans le parallélogramme semblable A’B'C'D' 
avec lequel on peut faire coïncider le premier en transportant les 
côtés parallèlement à eux-mêmes, et substituant au sommet À le 
sommet A’. Par suite aussi, on pourra, en supposant le terme A, 
réduit à une constante dans la formule (11), admettre que, dans 


cette formule, le signe Je se rapporte aux seules valeurs de 6 qui 
vérifient l'équation (12), et sont de la forme 
(15) Pl OT, 


t, d' étant des variables réelles comprises entre les limites 0, 1. 

En vertu de la formule (11), considérée sous ce point de vue, 
toute fonction de 3 qui, étant doublement périodique, reste continue 
avec sa dérivée tant qu'elle ne devient pas infinie, se réduit à la 
somme d’un certain nombre de termes, dont chacun est propor- 
uonnel à une fonction de la forme 


0(z— 31), 


3, étant une valeur particulière de z, ou bien encore à l’une des 
dérivées de cette même fonction différentiée par rapport à :. Tel 
est le théorème fondamental obtenu par M. Hermite. Ajoutons que 
la fonction désignée ici par 0(3) a évidemment pour dérivée une 
fonction doublement périodique de z. Si l’on désigne par (z) cette 
dérivée, la fonction ©(2) restera continue, aussi bien que Ü(3), tant 
qu'elle ne deviendra pas infinie, et, par suite, rien n’empêchera de 
prendre pour F(3), dans la formule (11), ou la fonction #(3), ou 
une fonction rationnelle de 0(:). En réduisant effectivement F(z) 
au carré de ©(3), M. Hermite obtient une équation qui sert à expri- 
mer ce carré en fonction linéaire de (3) et de (3); il en conclut 
aisément que le carré de (3) est proportionnel au produit des 


trois facteurs 


| b a 
of m8) n0=1(ER) 


el la transcendante 0(z) se trouve ainsi ramenée aux fonctions elhip- 





tiques. Par suite aussi l’on peut réduire à une fonction rationnelle 
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de fonctions elliptiques toute fonction doublement périodique qui 
reste toujours continue avec sa dérivée, tant qu'elle ne devient pas 
infinie (!). 

En partant des formules que nous avons rappelées, et substituant 
aux périodes &, b les autres périodes qu’on peut introduire dans le 
calcul, en déplaçant les sommets du parallélogramme élémen- 
taire ABCD, M. Hermite obtient successivement sous diverses 
formes la valeur de la transcendante 0(3). D'ailleurs, la comparaison 
des diverses formes sous lesquelles se présente 0(z), et de ses divers 
développements, permet à l’auteur d'établir un grand nombre de 
propositions nouvelles. L'une de ces propositions, très digne de 
remarque, est relative à l'intervalle dans lequel reste convergente la 
série qui représente le développement de la fonction 4(3) (?). 

En résumé, les Commissaires pensent que, dans le travail soumis 
à leur examen, M. Hermite a donné de nouvelles preuves de la saga- 
cilé qu'il avait déjà montrée dans de précédentes recherches. Ils 
pensent que ce travail esttrès digne d’être approuvé par l’Académie, 
et inséré dans le recueil des Mémoires des Savants étrangers. 


(1) Déjà, en 1844, M. Liouville avait obtenu, par une méthode très différente de 
celle qu’a suivie M. Hermite, et avait énoncé, en présence de ce dernier, la réduc- 
tion ici indiquée. 

(?) M. Hermite, après avoir fixé l’intervalle dans lequel le développement de la 
transcendante 0 (3) demeure convergent, prouve que, dans le cas où cet intervalle 
atteint sa valeur maximum, le rapport eutre cet intervalle et le plus petit côté d’un 


» LA 2 . . : . 
parallélogramme élémentaire ne peut s’abaisser au-dessous de V+ M. Jacobi, 
4 
dans une Lettre adressée à M. Hermite, avait énoncé une proposition qui coïncide 


avec ce théorème, et qui s’appliquait à la transcendante @(3),. 
; q pphiq 


NOTE 


SUR 


LA RÉDUCTION DES FONCTIONS HOMOGÈNES 


A COEFFICIENTS ENTIERS ET A DEUX INDÉTERMINÉES. 


Journal für die reine und angewandte Mathematik, 
Tome XXXVI; 1848. 


Soil 
f(Y,;æ) = An +B Ty LE Corp ERP RS 


la forme proposée; nommons 


les racines, supposées d’abord toutes réelles, de l’équation 
Azn+Bzr-1+ Czr-2+.,.,+Kz+L—=o; 


je définirai le déterminant de f(y,æx) la plus petite des valeurs 
que peut prendre l'expression 


1 
n n rl 
I 
* » > PAPA ;Car a) 
t J 
Î 1 


(AiA>. . «à p ): 


Se | 


t 


lorsque les quantités A,, A:, ..., À, prennent toutes les valeurs 
réelles et positives depuis zéro jusqu’à l’infini. Et d’abord un tel 
minimum existe toujours, comme on le reconnaît aisément; posant 
donc les équations 


aD _, ADR dD 
As OO TA NN TE 
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on est assuré d'avance qu’elles seront satisfaites, au moins par un 
système de déterminations réelles et positives de A,, A5, ..., A4. 
Ces équations deviennent, en prenant 


nm n 
7 
nee D | D ArA;(a BAT 
Î b 
4 1 


dA dA d'A 
(1) a JA = 710% sr .….) PAT 





42 


dAy» 


et, à proprement parler, elles ne contiennent que les rapports 
) ? q PP 


Aa A | à dE 
ee FN, etc. Leur somme d’ailleurs donne l'identité 
1 1 


d'A d'A d'A 
A ES Ne: 
Nr dA» 


Cette définition du déterminant pour une forme f(y,x) de degré 
quelconque comprend, comme 1l est aisé de le voir, le cas parti- 
culier des formes quadratiques; mais, en passant aux valeurs sui- 
vantes de x, la détermination de D, en fonction des coefficients A, 
B, ..., L, exige la résolution d'équations algébriques de degré de 
plus en plus élevé, et dont voici le caractère essentiel. Représen- 
tons en général leur premier membre par 


POV ER CAR D) 


le coefficient de la plus haute puissance de D étant l’unité, je dis 
u’1l ne changera pas de valeur, si l’on y remplace respectivement 
q Sera P ) à P P 


ARS CNRS 
par les coefficients 
ARR CN RL’ 
de la transformée 
fmy'+ mx, ny'+ nx') = fi(y", à’) 
= A'yr+B'r'y te... + K'ar-ty'+ L'y'r, 


les entiers m, m°; n, n° étant soumis à la condition 


mn — nm = EI, 


Pour le faire voir, soit 


f(y,æ)= AY —uT)(y — 4%)... (Y — ant) 
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en posant 


Tai mm 
a’ = CORRE 
M— NA; 


on aura 


fit’, r) = AC Gr) ES 29): CCR 
el 
A'=A(m—na)(m— na>)...(m— nan). 


Or si l’on substitue, dans les équations (1), 4: à «; pour obtenir 
2 1 ) Ë 
les valeurs des quantités A relatives au déterminant de la nouvelle 
forme f,(y',x'), comme les différences &! — +”. deviennent 
ERA ) p 1 


Cobra 
(m—nx;)(m — na) 


on voit immédiatement que cela revient à prendre pour inconnue, 
À; 


én SÉDCAl ee ee 
o 7 (m—na;)? 


au lieu de A;; donc, par cette substitution, 


A1, A:....,A, deviennent simplement, à un facteur constant près, 
(m — na) A;, (m— na)? As, 


Soit À ce facteur indéterminé; il en résulte que, par la substitu- 
tion de a, à «;, A—<ESA;A;(a; — x;)? se change en À?A, mais la 
valeur de D reste absolument la même, le produit 


1 
(mm —nu)(Mm—n4)...(Mm— nan) 


disparaissant comme facteur commun au numérateur et au déno- 

minateur, d’après la valeur ci-dessus de À’. Aïnsi, les deux équa- 

uons en D, qui sont relatives à la forme proposée et à sa trans- 

formée, ont les mêmes racines, et sont par conséquent identiques. 
Voici maintenant quelques exemples du calcul de D : 


RE Ai. 


ff, æ)= A+ By?x + CGyx?+ Dax. 
On trouve 


À — Ai A2 (ay — dt )? + A1A3(a — a3)? — A>A3(@ — as )?, 
et les équations (1) deviennent 


2A = 3A;[ Aa — ao)? + As(ai — a3)2], 
2A = 3A2[A1(ax> — ai)? + A3(a2 — 3)? |, 
24 — 3A3[Ai(a3 — 21)? + A2(az3 — 0}? ], 
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d'où l’on ure 
AiA3(ay — a3 )? — A2A3(a%2 — A3 )?, A2 A1(% — ea Le A3A1(a3 — &1), 


ou bien 
LS Tant D A3 _(u—%) 
(az — 23 }? Ai (da — a3)? 


19 


> 


Soit donc 
Ai=(a2 — a3}, A2 =(% — az), A3 = (ai —%); 
on obtiendra successivement 


A 3(a — a)(ar — as)(as — au), 

Aidzâ= (ai—a)(a— 3) (as — a), 
el, par suite, 
3. 


A* à 
D = À — — [27 A4 (a — 22) (ar — 23) (as — «)] ff 


(A142 43)? 1 
— 27[ BC? — 4B3D— 4C3A— 53 A2D2+ 18 ABCD] ét 


CT À; 


f(y,æ)=Ayt+Byix + Cyr? + D yat + Ext. 


’ 


Il vient alors 


A—9A,[A:(a — 2)? + A3 — as)? + Aa —2)?], 
A = 92A2[A1(a2 — @)? + A3(ao — 23) + A,(a2 — a )?], 
A = 2A3[A1(23 — 1)? + A2(a3 — ao) + Ai(us —a,)?], 


A = 2A,[Ai(a, — 1)? + Axa — 42)? + Asa — as)? ]; 
on en déduit, par une combinaison facile, 


AAo(a — 22)? = A3Ay(a3 — 04 )?, 
A2 A3(ao — 3)? = AAC, — à }?, 
A143(2 — a3)? = A Ay(a2 — où )?, 
ou bien encore 
A? (ay — 2 )°(ai — à)? = AÏ(az — a) (as — a)? 
A5 (a2 — a3)?(ar — a) 


Aî(a == a )2( a + az )? == Aî (a 4 9 )? (aæ ré 3 )?. 


Af(u— 2)? (ai — 3}, 
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Ainsi, nous prendrons 


Aî = (as — 03)?(as — &)?(ay — do )?, 
A5 = (a3 — a, )?(a, — a )2(a — &3)?, 
A$ = (ax 141) (ana) (us ui)? 


A = (oi —@o)?(uz — as )2(@s — a )?, 


et pour avoir, comme la question l'exige, des déterminations posi- 
Lives, nous supposons 


; Die AQU, 
ce qui donnera 








A1=— (ar — 43) (43 — a) (ai — 2), 
As = — (az — ax) (ay — 4) (1 — as), 
A3 = —(ay —%1)(%1 — 22) (ar — a), 
A, = — (ui — 42) (a — 33) (@3 — wi). 


Soit, pour abréger l'écriture, Q le carré du produit des six diffé- 
rences des racines prises deux à deux; on conclura de ce qui 
précède (!) : 


À; A» A3 A4 —= Q: 
1 
A —4Q? (4; — 43) (%o — a), 
A A 
D = — HA — as) (da, ) 
(A1AA3;A;)? 


La détermination de D, en fonction des coefficients de f(y, x), 
se ramène aisément à la résolution d’une équation du troisième 
degré : en représentant par D(A, B, C, D, E) la fonction ration- 
nelle et entière de ces coefficients qu’on obtient pour le produit 
symétrique A6Q, cette équation sera 


L 
Di— 42D(C2— 3BD + 12AE) — 45 D? — 0, 


et ses trois racines 
4 A(as L3) (Lo — 44), 


AA (ao — a )(as — œ); 
4A(a3— 42) (4 — a). 





Voici maintenant la méthode générale de réduction; ayant déter- 





(*) Nous corrigeons dans les lignes qui suivent quelques légères erreurs de 
calcul sans aucune importance pour la théorie générale. EP, 
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miné par la théorie précédente les quantités A,, A9, ..., A», soit 


Y=my' + mx", 


æ=ny + ni", 
la substitution propre à réduire la forme binaire 
A(Y— MT} +A:(yYy—ar)} +...+An(y — anx), 


dont le déterminant changé de signe est la quantité désignée ci- 
dessus par À, je dis que cette même substitution effectuée dans la 
forme proposée f(y, x) conduira à une transformée f,(7", x!), 
dont tous les coefficients auront des valeurs limitées qui dépen- 
dront seulement du déterminant D et de l’exposant n. 
Soit 
a —=Ai(m —n au) + Am —n 4}}+...+ A(m —n an), 


80 = AC — n0% )? + A3 (m0 — n04)? +...+ An(mI— nan); 
? : ère principal des for binaires rédui \ 
d'après le caractère principal des formes binaires réduites, on aura 
a 49 = x à, 


ce qui donne, en supposant a < ao, la limite a? [+ A; or voici les 
conséquences qui s’en déduisent : En premier lieu, le produit des 


quanti tés positives 


A1(m— n%)?, A2(Mm— na), ee: 
L s a 112 
ne pouvant dépasser son maximum (5) > On aura 
a rè 
A143...An(m—na) (m—na)...(m—nan) < (5) ? 
d’où l’on tire aisément 


A(m—na;)(m—nma2)...(m — nan) < (+) Gi) D. 


Secondement, si l’on omet dans a le terme A;(m— nu;)?, en 
raisonnant comme tout à l'heure, on trouvera 


AjA5...A; 4A;yiA;yo... An(m—na)...(m— na; 1) 


à A n—1 
x (m— nas ).(m— na) < (= ) : 
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multipliant membre avec l'inégalité A;(m° — n04;)? <a, et posant, 
pour abréger, | 


(æ)=(m—na)(m—nas)...(Mm— na;)...(Mm—na), 


on obtiendra facilement 


dau) : 
| " 2 lA\E 
A(a;) € (= ) (à) D. 


Ces deux conclusions auxquelles nous sommes arrivé démontrent 





immédiatement la proposition annoncée; en effet, soit comme pré- 
cédemment 


fa sr) = A (y — air) y'a, sy a 








on aura 
1 1 
= CL 
! ] 2 4 k 
A'=A(m—nu)(m—n%)...(m—nan) < (2 (à) D 
et 
ha 1) sx 
RE n°4; — m° A(a;) 2 J I À: 4\& D: 
RON Tr A A'\n—1, 3 ; 


ainsi, le nombre entier A/, d’une part, et toutes les quantités 4, 
f 


4, -.., de l’autre, sont limitées; donc il en est de même encore de 
tous les autres coefficients B', C', ..., [/. Entre autres relations 
qu'on peut établir à cet égard, on doit remarquer la suivante, qui 
fournit une limite du produit des coefficients extrêmes, savoir 


Ter. Ü LEP 2 
SN) ee 


Je vais maintenant considérer les formes f(y, æ), où les racines 
de Péquation f(z, 1) sont en partie réelles et en partie imaginaires ; 
nommons donc 


les racines réelles, et 
Bi; ne Ga, Y2; EAN By; Tv 
les divers couples de racines imaginaires conjuguées, de sorte que 


U+2V=n; 
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posons 
I Æ e 
=D Data ay 
A V 
+32, 2, MST BC) — Bi 1) (Br 70) 
1 1 


eee D 
« ! 
+ 2, 2h BDG 1; 
1 1 


je définirai le déterminant de f(y, x) la plus petite des valeurs 
que peut prendre l’expression 


1 
A A+” 
D=— 


L PE 
(A: . .Au)?(A A, ee . Ay) 


lorsque les quantités A,, A;, ..., A, ; À, A", À, passent par toutes 
les valeurs réelles et positives, depuis zéro jusqu’à l'infini. On ob- 
uendra alors, pour le minimum cherché, les équations 








ME OPA ‘ Ari TE LILIA ci 

Mn "an Co DEAN Re LE 
dA dA dA 

AA 7 AE AA=nA, —— : {Az n\! 

4 nm 1 JA? | n 2 JA,” , 1 VAN ? 


et un raisonnement semblable à celui qui a été employé ci-dessus 
prouve que toutes les transformées f,(y',x'), équivalentes à la 
forme proposée, conduiront à la même équation pour déterminer D 
en fonction de leurs coefficients. 

D'après cela, je fais dans f (7, æ) la subsutution 


my'+ mx", 


SE 


T=ny + nr 
propre à réduire la forme binaire quadratique 


A1(Y— ar) + A:(y — am) +...+A,(y — ax) 
+ A (y — B1z)(Y — 17) 45 A%(Y —BaT)(y — 2%) Tee 
AUOM EAN NET S) 


de déterminant — A, et je dis que tous les coefficients de la trans- 
formée f,(y',x') auront des valeurs finies, limitées seulement au 
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moyen de D et des nombres 4, v. Soit 
fi(y',æ)=A(y—ax)(y — ax)... — a?) 
X (y'—$iz)("— B22")...(y— Boa") 
TE 1290 YiTr). CYR 





el 


A'=A(m—nu)(m—na)...(m—na) 
x(m—n$;)(m—nfB2)...(m—n$,) 


X(m—ny1)(Mm—ny:)...(m — nv). 


On pourra comme précédemment faire 











= CD 0e 2 AC SNS 


et l’on obtiendra, par des raisonnements analogues, 
1 
1 \2 
AR (5) 
It 
en partant de la relation 


A(m—na) + A2(m— na) +...+ Au(m — na) 


+ A(m—n$;)(m—ny;) + A,(m—n$s)(m — nya) +... 
TR 
+ A,(m—n8,)(m—ny,) < VE AS 


On aura encore les deux limites suivantes 


eo e( ee) (0 
A2(B:) (vi) < (= _ | (=). (En: 


Ainsi le coefficient A’, les racines réelles et les modules des racines 








imaginaires sont limités comme je l’ai annoncé; donc il en est de 
même de tous les nombres entiers qui forment les coefficients de 
la transformée f,(y", x). 

Les principes précédents s'appliquent avec beaucoup de facilité 
aux formes cubiques et biquadratiques; on observe alors cette cir- 
constance remarquable que, pour chaque degré, c’est toujours la 
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même équation en D qui vient s'offrir, bien que les calculs par les- 
quels on y arrive diffèrent beaucoup, suivant le nombre des racines 
réelles et imaginaires, mais Je n'ai pu jusqu'à présent découvrir la 
raison générale de ce fait important. 

Le cas des formes binaires du second degré à facteurs réels, si 
distinct des autres, se rattache à une théorie très étendue fondée 
sur la réduction des formes quadratiques à un nombre quelconque 
d’indéterminées, et qui embrasse toutes les irrationnelles algé- 
briques; je la soumettrai dans un prochain Mémoire au Jugement 
des Géomètres. 


Paris, mars 1848. 


—— 00 =———— 





SUR LA THÉORIE 


DES 


FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES. 


Journal für die reine und angewandte Mathematik, tome XL; 1850. 


Un des principaux caractères des formes ternaires réduites, 
lorsqu'elles sont définies, consiste en ce que le produit des coeffi- 
cients des trois carrés des variables est toujours inférieur au 
double du déterminant. C’est là, comme on sait, une limite pré- 
cise, découverte d’abord par induction, puis démontrée par 
M. Gauss dans l'écrit si remarquable sur l'Ouvrage de M. Seeber. 
Mais les transformations analytiques de l'expression 


Duc a"0 60 0 baba" 60e 


données par l’illustre géomètre, et desquelles résulte avec tant 
d'élégance la limite indiquée, me semblent tenir à des principes 
singulièrement cachés, et qu'il m'a été impossible de retrouver 
malgré tous mes efforts. Après de longues recherches, j'ai découvert 
enfin une méthode nouvelle pour obtenir la limite de M. Gauss, et 
je vais la développer dans cette Note, après avoir d’abord donné 
une démonstration simple de l'existence des caractères attribués. 
par M. Seeber aux formes réduites. 
Soit, en suivant la notation des Disquisitiones arithmeticæ, 


f=ax+a'y?+ a" 3 + 2byz+2b'xz + 2b0"xy 


une forme définie positive à coefficients quelconques, car il n’y a 
aucunement lieu de les supposer enters dans la théorie de la 
réduction. Considérons la série entière des transformées distinctes 
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équivalentes à f, et formons un groupe particulier de celles où le 
coefficient de l’un des carrés a la plus petite valeur possible. 

Réunissons ensuite dans un second groupe toutes les formes du 
premier, où un autre coefficient des carrés est encore le plus peut 
possible. Enfin, formons un dernier groupe des formes précé- 
dentes, où le troisième coefficient des carrés est un minimum : je 
dis que les formes, ou la forme unique obtenue ainsi, offriront 
tous les caractères des réduites de M. Seeber. 

Qu’on les représente, en effet, par 

A, À!, A" 
F = Az?+ A'y4+ A’32+2B yz + 2B'xz + 2 B'ry — É B' B' )’ 


les diverses formes binaires 
PARA A CAN BU AMNLCAN BA) 


seront nécessairement réduites. Si, par exemple, (A/, B, A’) ne 
l'était pas, en effectuant dans F la substitution-propre à la réduire, 
on arriverail à une transformée équivalente, où l’un au moins des 
coefficients de y? et 3? serait diminué, A restant le même; c’est 
donc à cette transformée que la méthode employée aurait conduit, 
et non à la proposée. Dans le cas où B, B', B” sont négatifs, il 
faut encore arriver à la condition 


AA —o(B+B'+ B), 
ou bien 
A A'+ A’"+2B+2B +2B"> A", 


A" désignant le plus grand des coefficients des carrés. Pour cela, 
considérons la transformée équivalente à la proposée, obtenue par 
la substitution 


DEN Er 2. 
y =Y+7Z, 
Hi, 


où les coefficients de X?, Y?, Z? seront respectivement, A, A/, et 
A + A+ A" +9B + 2B'+ 2B"; cette dernière quantité ne peut 
donc être inférieure à A”, car c’est encore à cette transformée et 
non à la proposée que la méthode eût conduit. 

J’omettrai, pour abréger, l'algorithme de réduction auquel les 
caractères des formes réduites conduisent tout naturellement, car 
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il ne me semble pas très important au point de vue de la théorie, 
et J'arrive à mon principal objet, à la condition 


A ANS LT): 


Tout repose sur le question suivante : f(x, y, 3) étant une 
forme définie quelconque, déterminer la limite précise du minimum 
de f(x, y, 1), pour des valeurs entières de x et y. 

Réduisons la forme binaire qui résulte des termes du second 
degré de f(x, y, 1), par une substitution propre ou impropre 


DMX NN, 
Y=uUX +v}Y, 


de manière que le coefficient moyen de la transformée soit positif 
(c’est là une condition essentielle, pour les considérations géo- 
métriques que nous aurons à développer tout à l’heure), et posons 


f(mX+nY,pX+vY,1) 
— AX2+2B'XY + A'Y?+2BY +2B'X+A"—F. 


En désignant par æ et 6 deux constantes convenablement choi- 


sies, on pourra faire 


F = A(X+a)2+2B'(X +a)(Y+8)+ AY +B}+ 2 


D étant le déterminant de f(x, y, 3) et A celui de la forme binaire 
(A, B”, A’) qui est réduite et où B" est posiuf. Soient, enfin, Éetn 
deux nombres entiers tels que Ë+ «x et n + f$ soient posilifs et 
moindres que l'unité; Je dis que le minimum de F correspondra 
à l’un‘des quatre systèmes de valeurs 


Nr. dé, 
X —=E— 1, Lt ns 
Xe, Y=n—1, 


X—=ÈE—:1, Y=n—1. 


On sait, en effet, qu’une propriété essentielle des formes binaires 
réduites #(x, y) consiste dans la relation 


GT —1,Y) <v(x, F), 
si l’on a à la fois 
DE PVENEL EEE IL) 
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ou bien encore 


P(T,Y —1)<o(r,ÿ), 
avec les conditions 
Vi Pie EL » Pare 


Les quatre systèmes de valeurs considérées sont d’ailleurs évi- 
demment les seuls pour lesquels les valeurs absolues de X +4, 
Y + $ soient inférieures à l’unité, et 1l nous reste à déterminer 
auquel de ces systèmes correspond le minimum absolu de F, ainsi 
qu'à trouver une limite précise de ce minimum. 

Pour cela, j'aurai recours aux considérations géométriques sui- 
vantes : 

Soit OAB un triangle tel qu'on ait 





OA A, OB —A,  OA.0BcosAOB=— B'; 





le carré de la distance à l’origine O, d’un point M dont les coor- 
données obliques parallèles à OA et OB sont OA. et OB.w, sera 
précisément la valeur de la forme binaire À 4? + 2 B'iu + A'u?; et 
si on la désigne un instant pour abréger par o(4, uw), on voit faci- 
lement qu’on aura les relations 





2 


MERS Cru), MA —o(t—1,u), 








MB =v(+4, u —1), MON = otr—t,u 1), 
en achevant le parallélogramme OABO". Cela posé, il est mainte- 
nant facile de reconnaître quelle est la plus petite de ces quatre 
distances. 
Soient Get C/ les centres des cercles circonscrits aux triangles 
OAB, O'AB; menons d'une part les perpendiculaires CP, CQ, sur 
H. — I. 7 
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les milieux de OA et OB, de l’autre les perpendiculaires C/Q, 
CP’, sur les milieux de O’A, O'B, et joignons CC; selon que le 
point M tombera dans l’intérieur des figures 


OPCQ, PAQ'C'C, C'Q'O'P, P'BQCC!, 
le sommet le plus voisin sera 
OA TC OUR. 
Mais, dans ces divers cas, la distance la plus grande au sommet 
correspondant ne surpassera Jamais CO = CA = AC/= C/O", ..., 


c’est-à-dire Le rayon du cercle circonscrit au triangle OAB. Or un 
calcul bien simple donne 





NA AA REA TER) 


CO 4 (AA'— B'?) 


Nous voici donc conduits à cette limite précise du minimum 
de F ou de l'expression proposée f(x, y, 1), savoir 


AATCA AC OR) SN 
LACIRZ D'ÉTAT ci 


De là, comme on va voir, se déduit immédiatement la proposi- 
tion que nous avions en vue. Désignons par 
! 1 
Haut 
T 3 ) = 
Je NE) ) x b", “ 
une forme définie réduite, où les coefficients a, a’, a” sont rangés 
par ordre croissant de grandeur; (a, b”", a’) sera, comme on l’a vu, 
une forme binaire réduite, et nous pourrons toujours y supposer 
b" positif. J'ajoute que a” est le minimum de f(x, y, 1) pour des 
valeurs entières de x et y, savoir pour x = 0, y = 0; s'il exis- 
tait, en effet, deux entiers, m et n, pour lesquels on eùt 


PEUR 1008 RU A 


la substitution 
æ=X+mez, 


Y=Y+n2Z, 
= Z, 


ù 


donnerait une transformée équivalente, où «& et a! seraient con- 
servés, tandis que a” serait remplacé par la valeur moindre 
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f(m, n, 1); c'est donc cette transformée qui serait la réduite et 
non la proposée. 

Nous pouvons ainsi, entre les coefficients de f, établir la relation 
obtenue plus haut, savoir 


a" £ AU 20 ra)" « D 
4(aa'— b"?) AR bal 
On en déduit 


D'> a”(aa — 06") —1laa'(a — 2b"+ a), 
d’où 
ou 
2D—aa'a > au a"—2a"0"?— aa (a—2b"+ a"). 


Or le second membre de cette inégalité est essentiellement 
posiuf; en effet, pour la plus petite et la plus grande valeur de ”, 
savoir 

bi=:0 et NES 
il se réduit à 


aa a'—taa(a+a)=aa'[t(a"—a)+t(a"— a], 
et à 
aa'a —laa—laa?=tlaa (a —-a)+tliaa(a"— a’); 
quantités positives. Si donc pour des valeurs intermédiaires de b” 
il pouvait devenir négatif, ce ne serait qu'à la condition de s’éva- 
nouir deux fois dans l’intervalle compris entre les limites b"— 0, 
b'—{a; mais cela est impossible, l'équation 


aa'a"—2a"b"?—1aa(a+a —20")=0 
t 


ayant nécessairement ses racines de signes contraires. 
On a donc toujours, comme nous voulions l’établir, 


AG Ur D, 


Paris, avril 1850. 





LETTRES DE M. HERMITE A M. JACOBI 


SUR DIFFÉRENTS OBJETS 


DE LA 


THÉORIE DES NOMBRES. 


Opuscula mathematica de Jacobi, tome II, et Journal de Crelle, 


tome 40. 


Première Lettre. 


Près de deux années se sont écoulées, sans que j'aie encore 
répondu à la lettre pleine de bonté que vous m'avez fait l’hon- 
neur de m'écrire (!). Aujourd’hui je viens vous supplier de me 
pardonner ma longue négligence et vous exprimer toute la joie 
que j'ai ressentie en me voyant une place dans le recueil de vos 
OEuvres. Depuis longtemps éloigné du travail, j'ai été bien touché 
d’un tel témoignage de votre bienveillance; permettez-moi, 
Monsieur, de croire qu’elle ne m’abandonnera pas; elle me devient 
encore en quelque sorte d’un plus grand prix en me sentant, 
après un long intervalle, ramené de nouveau à l'étude, sur la voie 
de quelques-unes de vos pensées. 

J'ai cru voir l’origine de belles et importantes questions d’Ana- 
lyse dans cette partie de votre Mémoire : De functionibus qua- 
drupliciter periodicis, etc., où vous établissez l'impossibilité 
d’une fonction à trois périodes imaginaires. L’algorithme si singu- 


(1) Cette lettre, imprimée dans le Journal de Liouville, Vol. XEI, p. 97, et 
dans le premier Volume des Opuscula mathematica, p. 357, porte la date du 
6 août 185. JACOBI. 
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lier, par lequel vous réduisez à un degré de petitesse arbitraire les 
deux expressions 


ma+ m'a + m'a", mb + m'b'+ m"b", 


n'est-il pas le premier exemple d'un mode nouveau d’approxima- 
on, où les principales questions de la théorie des fractions con- 
tunues viennent se représenter, sous un point de vue plus étendu ? 
Par exemple, étant données deux irrationnelles A, B, on pourra 
déterminer, lorsqu'elle existe, toute relation linéaire telle que 


Aa+Bb+c=o, 


où a, b, c sont entiers. Qu'on prenne, en effet, 


mA —m = 4, mB—m"=p$, 


4 et 5 pourront devenir aussi petits que l’on voudra; d’ailleurs 
on en conclura 


au + bB=m(Aa+Bb)—am —bm-—(am+bm'+cm). 


Le second membre de cette égalité est un nombre entier, donc 
aa + bf ne pourra diminuer au delà de l’unité sans se réduire à 


(/4 


zéro. Ainsi le calcul des nombres, m, m', m’, poussé à cette 


limite, il n'y aura plus qu’à convertir - en fraction continue pour 


obtenir la relation cherchée. 

Cherchant à appliquer le nouvel algorithme aux irrationnelles 
définies par des équations du troisième degré à coefficients 
entiers, J'ai vu s'offrir quelques questions d’une grande étendue 
auxquelles je me suis principalement appliqué, et qui m'ont 
amené à considérer la méthode d'approximation que je me pro- 
posais d'étudier, sous un point de vue bien éloigné de son origine. 
C’est dans quelques propriétés très élémentaires des formes qua- 
dratiques, à un nombre quelconque de variables, que J'ai ren- 
contré les principes d'Analyse dont je vous demande la permis- 
sion de vous entretenir. 

J'ai tiré de ces principes une démonstration de votre beau 
théorème sur la décomposition des nombres premiers 5m <+1,en 
quatre facteurs complexes, formés des racines cinquièmes de 
l'unité. Je ne sais, Monsieur, s’il me sera donné de vous suivre 
dans les nouvelles régions de l’Arithmétique transcendante dont 
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vous avez ainsi ouvert la voie. Jusqu'ici j'ai eu plutôt en vue, 
dans cette recherche, l'application qui s’offre d’elle-même à la 
théorie de la division des fonctions abéliennes dépendant de lin- 





n dx A e \ L4 ré 
tégrale Po Peut-être, d’ailleurs, trouvera-t-on là des élé- 
J Vi— x 


ments nouveaux pour cette question si difficile des lois de réci- 
procité des résidus de cinquième puissance, sur laquelle vous avez 
le premier appelé l'attention des géomètres. 


L4 \ 


Tout polynome homogène du second degré à n +1 variables, 


Jo; Ti, Tn ); 


peut être mis sous la forme 





RO’: 1 df df 
‘5 Los D dx: Re 2.40 
Si l’on pose 
ÉaUAË j LOF : 147 É 
2, de 0 24m LV CON CEESS 


en nommant D le déterminant relatif à ce système d'équations 
linéaires, la substitution des variables X,, X,, ..., X, conduira à 
un nouveau polynome que je représenterai ainsi, savoir 


FCXE TPE CU 
D 


Cela étant, je nommerai D le déterminant de /, et F la forme 
adjointe à f; on trouve ensuite aisément que la forme adjointe 
A Fe — | 
à Essera D'or. 

La noton des formes adjointes donne le théorème suivant : 

Si la forme f, à n +1 variables xs, æ1, ..., æ», se change 
par la substitution 

AVo + a Vi + a Va +... + al y — Lo = 0, 


BY Gi B'Y1 se B" yo AR Ba y: —_ Zi, =0, 


À Vo —- \'yi —-— \Y2 SRE tee AUD y 1 — Ln—= O0, 


en la forme g, qui n'en renferme plus que n, le déterminant 
relatif à g s'obtiendra par la forme adjointe K, en donnant 
aux variables X5, X,, ..., X,, respectivement, les valeurs 
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représentées par les coefficients des termes to, &1, ..., nr dans 
le déterminant de la substitution, ces derniers termes étant 
regardés comme une (n + 1)" colonne de coefficients. 


Un autre théorème essentiel, dans mon analyse, se fonde sur la 
proposition, aisée à démontrer, qu'étant donnée une forme binaire 
(a, b, a!) de déterminant négatif — D, et dont les coefficients ne 
sont plus entiers, mais des quantités quelconques, l’on peut tou- 
jours trouver deux nombres entiers premiers entre eux, «, Ê, tels 
qu'on ait 

au+2ba8+af<ViD. 


Quant aux formes de déterminant positif D, on obtient dans 
tous les cas la limite inférieure 


ax?+20afs + af? < VD. 


Soit actuellement f(%5, 1, -.., &h) une forme quelconque à 

n +1 variables, dont les coefficients soient entiers ou irrationnels, 

et dont le déterminant soit D en valeur absolue; je dis qu’on 

pourra toujours trouver h + 1 nombres entiers, «, , s40e Me 1 
nm 


tels qu'on ait 


Supposons que ce théorème soit vrai pour les formes de n va- 


Dim 


JAI RCE <(3) 


riables, on pourra démontrer qu'il est vrai aussi pour les formes 
de n +1 variables ; il sera donc vrai, en général, puisqu'il a lieu 
pour les formes binaires. Cette démonstration se base sur le 
lemme : 


Que l’on peut toujours déterminer n colonnes de n +1 
nombres entiers telles qu’en ajoutant une (n + 1)*"€ colonne 
et formant le déterminant, les coefficients multipliés dans ce 
déterminant par les différents termes de la (n +1)" colonne 
sotent des nombres entiers donnés. 


En effet, étant proposés n + 1 nombres entiers quelconques, 
Bic NP SAME AU 


déterminons &, b, c, ..., k d’une part, c', d', ..., k' de l’autre, 


104 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 
par les équations 


Kh — Ktn-o = Tn—1, 





! 
a8 — br = ui, C' — CT1 = Ta, Las 


où 7, désigne le plus grand commun diviseur de « et 8, m le 
plus grand commun diviseur de Yet x;, ..., r»_, le plus grand 
commun diviseur de r,_+ et x, on saura prouver que le détermi- 
nant du système 




















(o) —- BETTER 
T1 2 T3 Ty 
a ay ac acde 
(1) —— —— —— —— — acd...k.x, 
TH] To H3 T4 
19 1 
T PAC c'de 
(2) 0 - ni c' TPS 
T2 T3 T4 
T d'e 
(3) 0) te ee -— 5 V4 0 D'ORARNE 
T3 Ty 
._…. L  _ ee 1 +6 9 . L”_ SR ee PM OO RSR PT ? 
(n) 0 0 0 0 (— 1) Ta 
est (!) 


a(o)+ 8(1)+y(2)+...+A(n). 


Ce lemme, joint au théorème ci-dessus, fait voir que, st l’on 
déduit d’une forme f, de n +1 variables, une autre fs den 
variables, en substituant aux n +1 variables des fonctions 
linéaires de n variables affectées de coefficients entiers, on 
pourra choisir ces fonctions à substituer de manière que le 
déterminant de f, devienne 


Fu, 6, cisiels À), 


F étant la forme adjointe de f et a, 8, ..., À des entiers donnés 
à l'arbitraire. 

L'adjointe de F étant D*-1f, on pourra donc aussi déduire de F 
une forme de z variables F, dont le déterminant sera 


CT A EAU S 


4, $,..., À étant des entiers donnés quelconques. Donc, dans 
l'hypothèse admise pour des formes de nr variables, la forme F, et, 


n(n +1) 
(*) Il faudrait mettre (—1) 2 devant la somme ci-dessus, mais ce facteur 


est sans importance pour la suite. EP; 


A 
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par suite, la forme F elle-même pourront prendre une valeur 
moindre que 


- (n — 


1) 
Ÿ Det f(a; B, PE À ) 


valeur que je désignerai par F(&5, Bo, -.., A9). On prouve de la 
même manière que / pourra prendre une valeur moindre que 


(2 


— 1) 
VE (ao, Bo; ….) Lo), 


valeur que je désignerai par f(a', 8', ..., N). On aura donc 


L(n 


ne Tu rer een MIS 
fa Pr, .,X)< (4)  VFCn Pace ho), 
(2 — 1) 
F(&o, Bo; He A0) < (5) Ÿ Dr-1 f(a, B, REC À); 


et, par suite, 


n°—1 


H(E By, X)< (4) 7 (/Drif(e 8,0. 


En continuant de la même manière, et en posant 


f(aw, BU), Le A0) = fu, te B, A à À) On 


n?—1 


4 ED” 1—1 — 
(2) + ii 


on trouvera successivement 


“Es et / \/rw, FEVIE Le fn) AY VAE 


d’où suit 
Cr nn 
AU) É l n? n$ ‘ m{m—1) /F0. 


On pourra donc, en prenant m assez grand, parvenir à une 


valeur de /, 
n°2 1? 


fin) L pri ou fm) — ( ) 1/2: 


(CES 


ce qu'il fallait démontrer (!). 


(:) M. Hermite fait dans le post-scriptum quelques observations complémen- 
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De nombreuses questions me semblent dépendre des résultats 
précédents. Voici, en premier lieu, comment j'ai essayé d'y rame- 
ner votre nouveau mode d’approximation : 

À et B étant les quantités données, je considère la forme ter- 


naire 


9 


f={(x'—Ax}+(2"— Br} + — 


dont le déterminant est une quantité positive quelconque Ne Pour 


toutes les valeurs de À, on saura déterminer trois nombres entiers, 
m,m,m”, tels qu'on ait 


22 


ré 
(m'— Am} +(m—Bm}) Pr Ge << S : 


Va 


el, par suite, 


De 
m— Am < — — Bm < — as m< = YA, 
* 3 DA A" % VA V3 
Les deux premières relations font voir qu'on peut rendre simul- 
tanément d’un degré de petitesse arbitraire, m'— Am, m”—Bm, 
la troisième donne la mesure précise de l’ordre d’approximation 


" 


= mm mm | ; < 
des fractions en mn montrant que l'erreur est proportionnelle 
Ÿ 4 





* Enfin, la forme adjointe de f étant 


m A 


x? + x"? 
(x + Ax = B x")? + IN LANCE D 


le calcul conduit encore à une suite de nombres entiers, tels que 
a, Ê, y qui rendent la fonction linéaire As + B$ + y de l’ordre 


I 
OU 


I 
c g2° 
Aa+Bb+c—o, a, b, c étant entiers, on verra la fonction 
Aa+Bb+c s'offrir nécessairement à partir d’une certaine 


et l’on démontre que, s’il existe une relation telle que 


valeur de À, puis se reproduire indéfiniment, pour toutes les valeurs 
plus grandes. 


taires sur cette démonstration. Remarquons que, s’il s’agit d’une forme indéfinie 

dont les coefficients ne sont pas entiers, la démonstration n’exclut pas que la 

forme puisse se rapprocher indéfiniment de la limite indiquée, en lui restant 

supérieure; mais on est certain que le minimum de la forme est aussi voisin de 
It 


4\2n4/ 
(à) D que l’on veut. E, P. 


PE 
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Voici d’autres conséquences : 
Soit 


F(xd)=zt+Agn-1+.,.+Kx+L=o 


une équation quelconque irréductible à coefficients entiers et dont 
æ, B, ..., À soient les racines; si la congruence F(x) = 0 admet 
une solution æ = & pour un certain module N, en posant 

o(a)= Nro+(a—a)ri+(at— a)x +...+(an-t— ant) vhs, 


Los L1, -.. désignant des entiers, la forme 


f=p(a)e(B)...#() 


représentera toujours des nombres entiers multiples de N : or je 


dis qu’on pourra trouver une infinité de systèmes de valeurs de s, 
Ti, -.., Æn_1 pour lesquelles on ait 
{= MN, 


l’enuier M étant au-dessous de la limite, 


(3) 


dans laquelle A représente le produit des n(n—1) différences des 
racines œ, 8, ..., À prises deux à deux. 


Supposons en premier lieu, les racines &, 8, 
considère la forme quadra tique à z variables 


AE 1) k 
k 


AE 
n' 2 


\ 


 Aréelles; je 


F= Dog(a) + Dig(8)+...+ Drie?(2), 
où D,, D,,..., D,_, sont essentiellement positifs : soit D le dé- 
terminant de /, on saura trouver pour æo, Li, «+, Æn_1, Un Système 
de valeurs entières telles qu’on ait 


uw étant moindre que l’unité. Or le produit des quantités positives 
[2] 
D,9°«, D,9°$, Es, 


ne pourra Jamais dépasser son maximum 


nm 
(2) » correspondant au cas où elles sont toutes égales; on aura 
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donc 
D 


n' E 


Il faut iei obtenir D, qui est le déterminant relatif au système des 
équations linéaires dont les premiers membres seraient 


df df df 


I I 1 
So loir 2 Es pr TRE = 
DUT 2 dr: 2 





Or on trouve sans difficulté 


| D — ANAL NL) N?, 


ce qui conduit à la limite annoncée. 

Comme il ne reste dans le résultat aucune trace des quantités 
D,, D,,..., D,_,, 1l suit qu'en leur attribuant toutes les valeurs 
possibles, les mêmes multiples de N se reproduiront nécessai- 
rement une infinité de fois, pour une infinité de systèmes de 
valeurs dis linCles Ce Li Die Ce 

Si l'équation proposée, F(æ) = 0, n’a plus toutes ses racines 
réelles, on fera correspondre dans la forme f, à chaque couple de 
racines conjuguées 4, $, le produit D, v(a)v(f), au lieu de 
D,o?(a) + D;v?($). Dans le cas où toutes les racines seraient 
imaginaires, ce qui suppose le degré un nombre pair n — 24, on 
sera conduit de la sorte à la forme 


F= Dov(a)p(B) + Divo(y)o(d) +...+ Dy1 p(x) w(À). 


Le déterminant s’obtuent aussi dans ce cas aisément, et l’on 
trouve 
A 
D — (DoD:. . D,-:} EL IN2. 


GEL 


Comme on a, d’ailleurs, 


À 4) 
DS DS AD tel 
et U 1Î ( 
el 


; (m1) Lx 
f=w(s) VD, 


on en re la limite 
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qui ne diffère pas de celle que nous venons d'obtenir dans le cas 
des racines réelles. . 
Supposons que l'équation proposée soit 


TP—] 





— O, 
nm 


qui donne lieu à une congruence soluble pour tout module premier 
N = kp + 1; A sera alors pP-?. Ainsi dans le cas de p — 5, on aura 


Dre) 


laquelle est => 1 mais < 2, donc on aura précisément 


la limite 


FE. 


C’est, comme vous voyez, Monsieur, la démonstration de votre 
théorème. | 
Mais il y a plus. Prenant p = 7, on trouve l'expression 


15 1 
4 pu 75 2 
G) ()° 


qui est moindre que 6. Or, la forme Î étant toujours = 0 ou 1 
suivant le module 7, on ne pourra avoir encore dans ce cas que 


CN. 
Considérons, en second lieu, l’équation F(3) = 0, qui a pour 
. PT re : ÆP— 1 

racines les 5(p — 1) périodes de deux racines de = —0; on 


aura la proposition que la congruence F(2) = o est résoluble pour 
tout module premier N = k£p — 1. On trouvera alors 


il 9 
FA 3) 


Sn : 


d’où l’on tirera comme ci-dessus la limite de M. Dans le cas de 
0, 1l vient 

1 

2 


Mes) (5) 


et, par suite, M <3. Or il est facile de voir que suivant le mo- 
dule 7 la forme f est toujours =0, 1, où — 1. On ne’ peut donc 
admettre que M = 1. 
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De là résulte ce théorème : 


Que tout nombre premier 7m —*1 est décomposable en 
trois facteurs complexes formés des racines de l’équation 


3$+ 3 —923—1I—=0. 


En réfléchissant aux questions précédentes j'ai été conduit à 
m'occuper de la théorie de la réduction des formes quadratiques 
à un nombre quelconque de variables, qui m'a semblé devoir être 
introduite dans l’étude des expressions telles que f. De même que 
pour les formes binaires, on obtient ce résultat que, pour un déter- 
minant donné, elles se laissent distribuer en un nombre toujours 
fini de classes. La méthode de réduction devra reposer encore sur 
l'emploi de substitutions linéaires à coefficients entiers, et au dé- 
terminant 1, par lesquelles une forme donnée est changée en 
une autre entièrement équivalente et de même déterminant. Voici 
quelques réflexions sur ce sujet. 


Soient d’abord 


To = aXo+u Xi +aX2+...+atmx,, 
Ti = BXo+ B'X,+GBX,+...+BUX,, 


e''nhele e ee je ee) che ololsle tone ls aie tetolen ie ver EvEnl en ErRns 


LÀ Xp NINTENDO 


les substitutions qui changent f(æ,, æ,, ...,æ,)en la forme équi- 
valente et de même déterminant F(X5, X,, ..., X,). Nommons 


RUD0 DA AE CG EVo TIC RNA 


les formes adjointes respectivement à f et F; par la définition 
même donnée ci-dessus des formes adjointes, dn prouve très faci- 
lement que l’on aura 

EPo Ji. Yn) = Go, Yi, -.,; Ya), 


en posant 
Yo= aÿo + BY1 +...+ ÀYm, 


Yi Yo + P'ya +. .+ X'Yn, 
Ÿ , — an yo de BG) y, EME Se AU pr. 


Il suit de cette proposition que, si dans la forme f on change seu- 
lement les n yâriables æ,, #2, "x, en d'autres XXe 
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pour obtenir la transformation correspondante de la forme adjointe, 
on aura à changer seulement les n variables y, Yo,...,Yn en 
d’autres Y,, Yo, ..., Y,, et réciproquement. D'où l’on voit qu’en 
changeant dans la forme adjointe les n variables yi, Ya, ..., Va 
en d’autres Y,, Y:,..., Y, par la transformation correspon- 
dante de la forme proposée, le coefficient de x ne sera pas 
altéré. 

Changeant au contraire, dans la forme proposée, la seule va- 
riable +, en X par la substitution 


LTo=X+a ri +a" rs +...+ at r,, 


les substütutions correspondantes à faire dans la forme adjointe 
seront 


Yi = d'étet 20 Va = Ye æ"Vo, #1} Vr= VOS an) y. 


D'où l’on voit qu'en changeant, dans la forme proposée, la 
seule variable x, par la transformation correspondante de 
la forme adjointe ne seront altérés que les termes multipliés 


" ? 2 
par Jo et Yi: 


Voici le résultat que J'ai obtenu au moyen de ces lemmes : 
Nommons réduite une forme 
F(Xo, X1, 1m, Xe) 


du déterminant D, telle, en premier lieu, qu’en faisant 


| Œ — AXo + BXi + CXo +...+LX, 
2 dX, 
on ait (1) 
1 
* 1 CAT B AC l'A RS 


telle encore que la forme adjointe à F, G(Y;, Y:,..., Ya), 
représente pour Y, = 0, elle aussi, une forme rédutte : si l’on 
sait ramener les formes d’ordre n à des formes équivalentes 





(!) Ces inégalités et, en général, celles que l’on rencontrera dans les questions 
de réduction sont relatives aux valeurs absolues, et D représente Ia valeur ab- 
solue du discriminant de la forme. HP: 
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réduites, on saura aussi ramener à des formes équivalentes 
réduites les formes d'ordre n +1. 

En effet, lorsqu'on se propose de changer la forme donnée f 
dans une autre équivalente f,(æ°,x',...,æ,), au moyen de la 


substitution, 
To=aTo+ari+...+awzr,, 


ti = Br, +f'ri+...+fiuz,, 


on peut prendre pour x, $, ..., À des entiers quelconques sans 
commun diviseur, puisqu'on sera toujours maître de déterminer 
les autres nombres a/, 8, ...,N, a7,1870.%, demAane een 
déterminant des (n + 1)? coefficients soit égal à Æ1 (!). Prenons 
donc pour &, $, ..., À les entiers sans commun diviseur par les- 
quels on peut satisfaire à l’inégalité 
4 
fab. h)< Ë 
en nommant À le coefficient de x” dans la transformée f,, on 


aura 
A AGE B, ..., À) 
et, par suite, 


La forme f(x5, Zi, ..., Xn) étant transformée dans la forme 
équivalente /,(æ,,x,,...,æ,), supposons en même temps la forme 
adjointe à f, 

g(Yo) Ve ét ) 


transformée dans l’adjointe à f,, 


LAN TL 01 4 dar r Vnde 


Faisons ensuite dans cette dernière Ÿ, — 0, et ramenons la forme 


d'ordre n, 
L1(0; Ph Je + NO) Va)s 





(') M. Hermite avait ajouté à sa Lettre la résolution la plus générale de ce 
problème, publiée depuis dans le Journal de Liouville, vol. XIV, p. 27. 
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à une forme équivalente réduite aux variables y, y5, :.., y,. Sup- 
posons que par la même substitution la forme 94(V 5,93 Vos +. Va) 
soit changée en g2(YŸ,,Y,, Y:,..., y,); cette forme représentera, 
pour Ÿ, = 0, la forme réduite d'ordre #2. Transformons en même 
temps la forme /,(x,, x, ..., x,), dont #, est l’adjointe, dans la 
forme f(x, X1, Xo,..., Xn), dont l’adjointe est g,. De ce qu’on 
a remarqué ci-dessus 1l suit que, par cette dernière transforma- 
tion, le coefficient de x, À, ne sera pas altéré. Enfin, faisons 


æ, —— X0 + mm X: —+ Mo X9 +. . + MEN: 


7 Fate 7 
Vi = Yi — nu Yo, Fa = Y2— M Yo, d Vr=Ni-cmAa; 


el supposons que par ces subslitutions /, et g» soient changées 
respectivement en 


F(X, Xt: X, spehezs Xn) et G(Y; dur Yo, ES Vs 


le coefficient de X; dans F sera encore À et la forme G représen- 





tera encore pour Ÿ, — 0 la réduite d'ordre nr. Or, posant 
Ofa / - 7 - 
- —7 =Axr,+bX; +cX:+...+/X,, 
2 0T, 
1 OF . À , 3 
een AXo—+ BX,, + CXo +. DER LE 
2 OX) 
on aura 
of» 0F 
0€,  0X 
et, par suite, 
B = b + mA, C=c+maA, ae L=/+ m,A. 


Donc, m,, Mo, ..., Mr pouvant être des entiers quelconques, on 
saura les déterminer de manière qu’on ait 


ELLE ET ME LA CN PV 


et l’on aura satisfait à toutes les conditions. 
Je remarquerai à présent gu’étant donnés 


0F 

0X et GONE » al: Yn); 

en méme temps que le déterminant D de F, on connaîtra la 

Va) et, par sutten (XX ce es Mn): 
H.— I. 8 
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En effet, soit 


F— Xo(AXo—+ BX1 + CXe +...+ LX:) 
+ X:(BXo + B'X; + C'X2 +...+L'X,) 
+ X,2(CXo + C'X, + C'Xo +...+L'X;) 


HXSLXN LIN PEE ITEXS UN CCLUESS 
GS AN SE RIRE PIN 
+ Y1[(B) Yo +(B')Y +... +(L')Y:] 


+ Ya[CL) Yo +(L)Yi+...+ (LU)Y,]; 
on aura 
A(A)+ B(B) + C(CG)+...+ L(L) =D, 
A(B)-E B(B9 +C(C) +. LB) 
A(C) + B(C) + G(C’)+...+ L(L") = 0, 


ACL) + BI) CULTURES 


OF 
Or, étant donnés X, et G(o, Y,,..., Y»), on connaîtra 


ARR CRE 


et tous les nr? coefficients (B'), (C7), ..., d’où l’on déduira, par 
les n dernières équations, les valeurs des coefficients 


(B), (CG), ..., (LD), 


el par la première, D étant aussi donné, celle du coefficient (A). 
On connaîtra donc tous les coefficients de G(Y5, Y,, ..., Y,) et, 
par suite, Ceux de RÜX XI, 2 Xe) 

Par ce qui précède on prouve aisément que les formes d’un 
ordre quelconque, attachées à un même déterminant, peuvent 
étre ramenées à un nombre fint d’entre elles (1). Et d’abord il 
suit des conditions ci-dessus que les coefficients À, B, ..., Lne 
pourront prendre qu’un nombre fini de valeurs, ensuite le déter- 
minant de la forme G(o,Ÿ,, Y:, ..., V2) étant DAS 
démontré que les formes d'ordre 7? d’un même déterminant peuvent 
être ramenées à un nombre fini d’entre elles, on n’aura pour chaque 
valeur de À qu’un nombre limité de formes G(0,Y,, Yo, ..., Y,). 








(*) M. Hermite suppose ici implicitement qu'il s’agit de formes à coefficients 
entiers. EP: 
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Or, par les nombres À, B, .…., L et la forme Go, Yi, Y:, .…., Yh), 
étant déterminée la forme d'ordre nr +1, F(X5, X1,..., X»), ces 
formes aussi seront en nombre fini. Ainsi, la proposition étant ad- 
mise pour les formes d’ordre », elle sera démontrée pour les formes 
d'ordre 7 + 1. Elle est donc vraie en général, puisqu'elle a lieu 
pour les formes binaires. 

Vous voyez, Monsieur, que j'omets tout à fait le cas important 
où l’on a À — 0; mais cette circonstance n’est point à considérer, 
lorsqu'on se propose seulement de poursuivre les rapports que j'ai 
essayé d'établir entre les formes quadratiques définies et les ex- 
pressions désignées ci-dessus par f. Les résultats précédents me 
semblent alors ouvrir un vaste champ de recherches, mais dans 
lequel je n’ai presque fait jusqu'ici qu'entrevoir une longue série 
de questions et de problèmes difficiles à résoudre. 

Convenons d’abord des notations suivantes, savoir : 

f=/(w) (wa). + f(wn), 


en prenant 
f(w) = æovo(w) + M1P1(W) +...+ Tnon(w), 


#;(w) désignant la fonction à coefficients entiers 


dj + bjo + cu? +...+ l;w, 


et les quantités w5, w,, ..., ©, étant toujours les racines d’une 
même équation irréductible à coefficients entiers et dont celui de 
la plus haute puissance est l’unité. Je considère ensuite (dans le 
cas où toutes les racines sont réelles) la forme quadratique définie, 
d'ordre ñn +1, 


f= D, f2(w0) + Di foi) +...+ D, f?(w»), 
où Ds, D,, ..., D, sont supposés essentiellement positifs. En 


nommant Q le produit des 2 (n + 1) différences des racines w prises 
deux à deux, et A Le déterminant du système 


DAC ST ln, 
b;, bi, ... 07, 


CE] ... .…. 


lo, l , .…... a 
, . L 9 . 
on trouvera, pour le déterminant de f, l'expression 


D = D,D,...D,A?0. 
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Cela posé, faisons la substitution 


To —= aX, —— a'X: +, . + auux,, 


Li=BXo+B'Xi+...+f$fUX,, 


les coefficients étant déterminés par la méthode exposée tout à 


l'heure, de manière à réduire la forme adjointe à f. En posant, 
pour abréger, 


Pi(w) = abos(w) +BWoi(w) +...+AWon(w), 
F (w) = XoPo(w) + X4 Pro) +... + Xn Pr(w), 


la forme quadratique f deviendra, d’une part, 
F = D,$2(w0) + Di 2(w1) +...+ D, F2(wn), 
et la forme f, de l’autre, 
£ = (wo) F(w1)... (WA). 


Or voici le dernier résultat auquel je suis arrivé, et qui me pa- 
raît appeler bien des recherches après lui : 


Les substitutions en nombre infint, correspondantes à tous 
les systèmes possibles de valeurs des quantités Ds, D,, ..., D,, 


ne conduiront jamais qu'à un nombre essentiellement limité 
de formes #. 


De là se tire aussi toute la théorie de la réduction des formes f. 
Je me suis principalement fondé sur la proposition suivante : 


Etant donnée une forme quadratique f d'ordre n + 1, de 
déterminant D, réduite d’après la méthode ci-dessus, soient 


(a), (a), (a), ..., (atw) 


les coefficients des carrés dans la forme adjointe g; on aura 


d’abord 
1 
(at) < (5) 1/0 
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I 


puis, pour toutes les valeursi—=1,2,...,n, 





(at) )i (atr—i) it \/ D, 
x étant un facteur numérique dépendant uniquement de n et 1. 


Je vais prendre les formes ternaires pour exemple de la mé- 
thode qui donne ce résultat. 
Soit 
ATÈ + 20% Ti+ 2CTo%2 +... 
la forme réduite donnée, et 


Ca)yi x (a )yi+(a)y5+2(b)yoyi+ 2(c)YoYa + 2(c)Y1Y2 


son adjointe g; la théorie générale donne, en premier lieu, les re- 
lations 


Fe CU CRÉENT 


ensuite, pour yo = 0, g doit devenir une forme binaire réduite. 
Cette dernière étant représentée par 


(a )yi +a(c)riya+(a")y;; 
son déterminant, comme on le sait, est aD ; on a donc encore 


M UD (at) haDe (c)<t(a). 


Or, des relations 
a(a)+b(b) +c(c) =D, 


a(b)+b(a')+c(c) =, 


a(c)+b(c')+c(a")=0o, 
on déduit sans difficulté 
(ce) <5(a”), (b)(a") <aD, (c)(a”) < aD. 


Donc, après avoir multiplié Les deux membres de la première équa- 
tion par (a”}? et divisé par &, on obtient 


(a)(a"} <£D?2+ aD V#aD, 
et enfin, en remplaçant & par sa limite supérieure, 


(a)(a”}? < 25 D?. 
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La propriété énoncée ci-dessus des formes réduites, qui m'a 
longtemps échappé, donne lieu à beaucoup d’autres conséquences 
que je suis forcé d’omettre. Seulement, J'observerai encore qu'en 
prenant pour point de départ g au lieu de /, et nommant a les 
coefficients des carrés dans cette dernière forme, on serait arrivé 
pour les formes ternaires aux relations 


a'<EVD, Male {ED 0 care 


et l’on trouverait dans le cas général 


an) A (à) 


d’où l’on tire encore 


I — me 


n+-1 AT n+1/ 
i Les ; 
/», ain)! atn—i) < 1 \/ Déx1, 


at)" qlti—i) _ y D. 


Appliquons maintenant ces résultats à la forme quadratique 
F=D,#2(w5)+ Di$2(wi)+...+D,$2(wn), 
dont le déterminant a pour valeur 
DD D MD AU 
Il est aisé de voir qu'on aura 
a® = D,b}(w) + D:P}(w;)+...+ D, P?(wr), 
donc, en premier lieu, 
D,D,:..D:2 (05) B2(w6i). bp? (0) 0070 
d’où 


1 
2 


Ph(wo) Pra(wi)... Pr(wy) < HAQ?, 


ce qui reproduit une conséquence obtenue précédemment. Secon- 
dement, faisons abstraction, dans a(%), du terme DxD?(w4); il est 


clair qu’on aura 
D, D} . ASC NE ….. D», 


P?(w) P(wi). D PS(wz-1) PA(wxr1). EE WUn) Ce (an) }n: 
donc combinant cette inégalité avec la suivante 


D;®;(w%x) ei a, 
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et posant, pour abréger, 
W;(wx) == P;(wx) Ph(w0) Ph(w:). . P,(wx-1) Ph(wx+1). .. Pr(wy ), 


il viendra 
DoDi... Da V2 (wx) < (at) (au) € vD, 


d’où 


19! 


W;(wy) < vAQ?. 


Or W;(w) est, comme on le voit aisément, un polynome enter 
en w. Les diverses valeurs de ce polynome correspondantes aux 
diverses racines &,, ©, ..., &, étant toutes finies et même pro- 


portionnelles à AO, il en sera de même de tous ses coefficients qui 
sont des nombres entiers ; de là suit immédiatement le résultat que 
je voulais obtenir. 

On peut mettre en effet F(wx) sous la forme 








* : ; Py-1(w%) P;(wx) ; 
F(wx HP; 6 NCA des de-d is. X; PAR 

( k ) ,(wy ) | 7 n—1 D, ( 52) L D, Wp) 1e 

ou bien 
: r-1(ox) Y;(w%x) . 

4 \ Tr 112 1 À À (l t 

L =D D CET N QE PRIMES RS NO ED, CF SN 
S(wx) a(wx) | n ñn-1 Wy(w) Se 1 Ÿ, (4) | 


Donc, toutes les formes { en nombre infini, qui correspondent à 
une même valeur du déterminant À, peuvent être ramenées par les 
substitutions précédentes à un nombre d’entre elles essentielle- 
ment limité, car les combinaisons de toutes les valeurs entières 
possibles pour les coefficients des polynomes W;(w) sont en nombre 
fini. Enfin, ces dernières formes, qu’on peut nommer réduites, se 
représenteront elles-mêmes une infinité de fois en employant suc- 
cessivement les diverses substitutions qui correspondent à tous 
les systèmes de valeurs imaginables des quantités positives D,, 
Dre iD;. 

Dans le cas spécial des formes t que J'ai d'abord considéré 
pour démontrer votre théorème sur les nombres premiers 5 m+1, 
on démontre facilement que les polynomes W;(w) contiennent 
tous en facteur le nombre N; c’est donc uniquement de Q que 
dépendront les limites des coefficients dans les formes réduites. 
On entrevoit ainsi la possibilité d'obtenir, par exemple, tout ce 
qui se rattache à la représentation des nombres premiers 11+1, 
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par des facteurs complexes formés des racines onzièmes de l’unité, 
en opérant non plus sur chaque nombre donné, mais en général 
sur les racines de l'équation x! = 1. 

Mais j'ai hâte, Monsieur, de finir cette longue lettre, où iln ya 
plus place pour la théorie des fonctions elliptiques. Je n’ai pu Jjus- 
qu'ici faire à mon gré cette recherche de l’ensemble des transfor- 
mations de la fonction O, n1 retrouver ce résultat si remarquable 
de la réduction du module q à la limite e-TV?, dont vous m'avez 
parlé dans votre lettre. Oserais-je vous demander quelques éclair- 
cissements sur ce point? M. Borchardt a eu la bonté de me mettre 
un peu sur la voie pour déduire les propriétés des fonctions 8 de 
la multiplication des quatre séries 2e”(47+#ib}?, mais je ne sais si Je 
pourrai marcher bien loin. Permettez-moi, Monsieur, de vous prier 
de me rappeler à son souvenir; j’ai entendu M. Sturm parler avec 
de grands éloges de son Mémoire publié par M. Liouville. 

Ayez la bonté, si vous le jugez convenable, de faire paraître dans 
le Journal de M. Crelle quelques-uns des résultats précédents ; 
J'essayerai ensuite de les développer plus complètement. 

P.-S. J’aperçois à l’instant que l’algorithme indiqué pour déter- 
miner les nombres entiers 2, 6, ..., À, tels qu'on ait 


TALMONAN DNS G) 1/0. 


peut être présenté d’une manière bien plus précise. 
En premier lieu, pour les formes binatres de déterminant —D, 
« on ne peut objecter que les opérations continuent à l’infini, car 


DIR 


on verrait s'offrir une infinité de quantités a, a', a", ... liées par 
les relations a > a" a", ... et, par conséquent, différentes. Mais 
à chacune d’elles correspondent deux nombres entiers 40%), 6 (*) qui 
donnent, par exemple, 


2 ! 2 
atn) = qaln)? À 9 D alm) BU) sa, BU) d 


Ces nombres sont essentiellement limités, donc il faudrait qu’une 
même combinaison 4, $ se produisit dans le cours du calcul une 
infinité de fois, ce qui conduirait à supposer égaux, contre l’hypo- 
thèse, une infinité de termes de la suite &, a/, a", .... » 

Pour les formes ternaires : « désignant, pour abréger, 


fat), BU}, y()] par fin), 
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on voit naître de la continuation du calcul précédemment proposé 
une suite de quantités, f, f', f", ... liées par les relations 


HAVE ND Sfr VS DYE 


Or, on obtiendra la limite annoncée dès qu'il se présentera une 
valeur f (#+1) égale ou supérieure à la précédente f *). En effet, de 


fn+1) > .f Un) et f Un+t) < V( + )$ D f Un) 


on déduit aisément 
k 3/1 
fr) _ < V4} 


D'ailleurs, on ne peut admettre, dans le cas d’une forme définie, 
que les opérations se prolongent indéfiniment, car, les nombres 
40»), 90»), +0) étant essentiellement limités, on verrait se repro- 
duire une infinité de fois une même combinaison de ces nombres 
entiers, Ce qui ramènerait les mêmes termes dans la suite f, f', f", 
contrairement à l'hypothèse. S1 la forme f est indéfinie, mais à 
coefficients entiers (seul cas dont j'aurai besoin plus tard), la 
même conclusion subsiste, puisqu'une suite de nombres entiers 
décroissants ne peut aller à linfini. » 

Pour les formes quaternaires : « Or ici se représentent les 
mêmes considérations que dans le cas des formes ternaires; dès 
que le calcul conduira à un terme f(*#T1) égal ou supérieur au 
précédent, on obtiendra la limite annoncée, car de 


fm+1) 2 f Un) et ftm+1) ee V Ale D? f Un) 
on déduit 


3 
jf Un) 2 Gi) VE 


D'ailleurs les opérations s’arrêteront toujours, quels que soient les 
coefficients, si l’on opère sur une forme définie, et la même chose 
aura lieu pour une forme, même indéfinie, mais à coefficients 
entiers. » 
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Deuxième Lettre. 


Permettez-moi de venir encore vous soumettre ce qu'il m'est 
arrivé de rencontrer, sur la théorie des formes quadratiques, de- 
puis que j'ai eu l’honneur de vous écrire. J'avais ébauché bien à la 
hâte, dans ma lettre, la démonstration de cette propriété générale 
des formes de même déterminant de se laisser distribuer en un 
nombre fini de classes; depuis, j'ai été amené à une méthode de 
réduction plus simple et surtout plus analogue à l’algorithme de 
Lagrange pour les formes binaires. Soyez assez bon, Monsieur, 
pour me pardonner s’il m'arrive ainsi de vous entretenir de choses 
que je n'ai pas encore suffisamment müûries; en présence d’une 
théorie d’une immense étendue, je cède au plaisir de vous com- 
muniquer quelques résultats placés à l’abord de questions diffi- 
ciles et qui peut-être seront au-dessus de mes forces. Aussi me 
suis-je borné, comme application de ma nouvelle méthode de ré- 
duction, à calculer les formes définies réduites de déterminant 1, 
à 3, 4, 5, 6 et 7 variables, et J'ai trouvé, comme dans le cas des 
formes binaires, une seule classe, représentée par une somme de 3, 
4, 9, 6 et 7 carrés. L'idée principale de cette méthode consiste 
dans l’introduction de certaines formes liées intimement, comme 
je suis parvenu à le reconnaître, aux formes adjointes de M. Gauss, 
mais qu'il me semble indispensable de considérer d’une manière 
explicite. En représentant par 


It I 
se 
DA CE PE IR ER ANR Ai jTid j; 
sd ; L 
0 0 


sous la condition 
di,j — Aj,is 


une forme quelconque d'ordre nr + 1 (c’est-à-dire à n + 1 indéter- 
minées), Je les définis de la manière suivante : 
n n 
EP Pa Vase. Yn) = D SIT 
N 4 L 
1 1 


en prenant 
b;,; = Æo,0 LA NS Ro do, do, j; 
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et voici Le théorème auquel elles donnent lieu : 
Si la substitution 


To — X) un M: X1 + M X» mn ENS A NEAXS: 


Re MiXi+ Mao +... + Man: 
(1) Le — NiXi+ NoXo +... + NnXn 
22 pre 4 8 NON RP RE Re A De ; 
ire Xi loXote + lnXn 


DR Ti, Gr) en F(X5, X1, ...,X,)) entnommunt 
GCY:, Yo, ..., Yh) la forme d'ordre n déduite de F, comme g 
l’est de f, on aura 

g(Yi: V2; . nr) — G(Y:, Y2, OUCHON) Y ); 


en posant 
Vi=MYi+ Mao +... + Mn Yn, 


Ve = MYi+ RoYo+...+ nnYn, 


(2) 


Pour abréger, je nommerai g la forme dérivée de f, et (2) la 
substitution dérivée de (1). On trouve aisément que g est définie 
et posiuve, si f est elle-même définie et positive, que le déter- 


minant de g est 
D, —= arr D, 


D étant le déterminant de /, et enfin que l’équivalence de feet F 
entraîne celle de g et G, la seule condition pour cela étant que le 
déterminant relatif aux équations (2) soit en valeur absolue l'unité. 

De là se tire une conséquence importante; concevons que la 
substitution dérivée soit prise de telle sorte que G devienne une 
forme réduite de son ordre, les coefficients M,, M;, ..., M, res- 
teront encore arbitraires; or, je dis qu’en posant 


T r 7 Fe LT Tr 
IL SOS ES CPR RTE ÿ > A;,; XiX;, 
i ed 
0 0 


on pourra les déterminer de manière à remplir la condition 
Ao,i < + A0,0 
pour &— 1, 2, ..., n. Cela résulte, en effet, de la valeur suivante : 


Ai Mi@o,9 + Mio + Rido,s +... + lion) 
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qu'il est facile d'obtenir, et on a d’ailleurs &5,9 = A,o. Il est es- 
sentiel d'observer qu'au lieu de &5,0, qui se conserve en passant 
de f à F, on aurait pu employer, dans ce qui précède, aussi bien 
l’un quelconque des coefficients 44, des carrés des variables. Soit 
donc, pour plus de clarté, g, la forme dérivée composée avec ce 
coefficient; on pourra énoncer la proposition suivante : 


Toute forme 
UE ZE G;,jt;iT; 


peut être transformée en une autre équivalente 


telle qu'ayant, par exemple, 


! —— 
au — db, 


la dérivée g, soit une forme réduite de son ordre, et que la 
condition 
ai < ! au,y 


soit remplie pour toutes les valeurs de ti autres que 1= +. 


C’est là-dessus que se fonde l’algorithme de réduction des formes 
définies, quelle que soit la nature de leurs coefficients, entiers ou 
irrationnels, mais voici d’abord le but des opérations. Supposons 
que, précédemment, on ait choisi pour &,., le plus petit des coef- 
ficients a; ;; deux cas peuvent se présenter : ou bien CET TT 
restera encore la plus petite des quantités à;; dans la trans- 
formée f', ou bien il s’offrira un autre coefficient ay < &yu. Or, 
dans le premier cas, toutes les autres conditions étant d’ailleurs 
remplies, f” sera ce que je nomme une forme réduite. Mais, si 
c'est le second qui se présente, on poursuivra les opéralions en 
partant de f’, comme tout à l'heure en partant de f, et, en gé- 
néral, on déduira successivement les unes des autres une suite de 
transformées 


DAT I) di DES PAS 
toutes équivalentes et telles que 


à ’ ’ 4 ” " (Æ) 
du, us ay Us (AATR > La ….., TO (0) ? 
désignant respectivement les plus petits des coefficients 


(4) 


0 " 
its 00 10 tree à Pr: 
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on ait 
£ ’ 4 dre " (4) 
dy > Au > Apr,ur. > Eu), u.(K) ? 


t 1 ! 1/1 1 1 (Æ) (Æ) 
dui < 5 Au ui LT AU,U +.) CAT <e Æuk=1), pk 1)» 


et que d’ailleurs les diverses dérivées 


soient des formes réduites de leur ordre. 
Or je dis qu’un tel système d'opérations ne peut se prolonger 
à l'infini, et qu'on obtiendra nécessairement une transformée 


devant être considérée comme une forme réduite. En effet, partant 
d'une forme définie f, les quantités @yu; @y',y’ seront des va- 
leurs de /, en supposant aux indéterminées des valeurs entières, et 
l’on ne saurait former qu'un nombre limité de ces valeurs restant 
toujours inférieures à un certain maximum; donc on ne peut ad- 
mettre l'hypothèse d’uné infinité de quantités de cette sorte, con- 
tinuellement décroissantes et, par conséquent, inégales. 

Je vais maintenant faire voir que tous les coefficients 4; ;, d’une 
forme définie réduite $, ne peuvent excéder certaines limites, qui 
dépendent du déterminant et du nombre des indéterminées. Pour 
cela, il faut d’abord établir la condition suivante : 


1 
TEL 


3) à 


1 


Ào,o A1,1 02,2. Ann < ( 


qui est l’extension d’une relation obtenue dans la théorie des 
formes binaires. 

Supposons qu’elle soit admise pour les formes réduites d'ordre n, 
et désignons par exemple par &,,, le plus petit des coefficients 4; ;; 


ñ n 
G — ) ) Bijait); 
ÿ, u 

1 1 


étant une forme réduite de cet ordre, et son déterminant ayant 


la dérivée 


pour valeur 
n—1 
D, —= 60 LP 
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on devra avoir 


LT en 
er Na 9 42 n—1 
(3) 9,1 Lo,2 Da,3.  : Dn,n < 3 À 0,0 D. 
Or la valeur générale 
(4) 9,5 = Mo,o Ài,j — Ao,i Ao,j 


donne, lorsque les deux indices sont égaux, 
8,5 = Ào,o Ai, — À6,ù 


de sorte que les quantités positives %;; peuvent être considérées 
comme les déterminants, changés de signes, d’autant de formes 
binaires (44.0: Moi, Ari) toutes réduites, car on a à la fois 


: 1 
Abe Arret CENDRES 


donc, on peut poser 
Ao,o Ai < 3 Pi, 


de là on conclut, l'inégalité subsistant pour toutes les valeurs de , 
À ,0 A,1 A. ne À n,n si (2)? 3,1 D ,9 sers Bu,n) 


et enfin d'après la relation (0) 
1 
Xe, À ,1 Ao,o  Nnin (i) D. 
\ 


Cette condition est par là démontrée dans toute sa généralité puis- 
qu’elle a lieu pour les formes binaires. 

Comme conséquence immédiate, on voit que les quantités 4; ;, 
oi sont nécessairement limitées, et 1l en est de même encore du 
déterminant D, de la dérivée, qui a pour valeur 4%; D. Cela posé, 
admettons que les formes réduites d'ordre r aient tous leurs coef- 
ficients limités; je dis que la même chose aura lieu pour les formes 
d'ordre n + 1. En eflet, toutes les quantités #; ; devront se trou- 
ver finies; donc, d’après la relation (4), qui donne 


AS B;,; + oi À o,j 
sat 29 Dar QU À 
+*0,0 


il en sera de même en général pour 4; ;. Or, la proposition à la- 
quelle je voulais arriver résulte immédiatement de là, puisqu'elle 
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a lieu pour les formes binaires, et, dans le cas des coefficients en- 
tiers, elle donne ce théorème (!): 


Les formes définies ou indéfinies, réduites pour un déter- 
minant donné, sont en nombre fint. 


Maintenant, voici une remarque essentielle pour l'application 
des principes précédents au caleul de ces formes. 
Soient toujours D le déterminant donné, et 


G} 
— 


JS = ZEX; ;rix; 


l’une quelconque des formes définies réduites pour ce détermi- 
nant; la relation 


1 
Se EU 


Aro Art Nasa Ann € (3) D 


3 


donne d’abord la limite 


pour le plus petit des coefficients A; ;. 
Soit encore 


G= 228; ;T;œ; 
la dérivée réduite, composée avee 4,0 et dont le déterminant est 


D, 2 rveit D. 


En désignant par #,, le plus petit des coefficients #;;, on aura 


de même 
ED 
> 


/ 2 _—— 
Buu < (à) Ÿ Do- 


Mais, d’après ce que J'ai observé ci-dessus, %,,, peut être consi- 


 déré comme le déterminant changé de signe de la forme binaire 


réduite (5,0; Aosy> Ay,u), donc on aura : 








(!) La démonstration suppose essentiellement que Ave ne peut être aul, c’est- 
à-dire que la forme ne peut représenter zéro. Au reste, M. Hermite avait signalé 
ce cas d'exception dans une méthode de réduction analogue qui figure dans la 
Lettre précédente. E. P. 
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S1 Ao,o est Po 


FAT 2 À — (+ À, 6) ou Re. 


29 1 oo ESt sue 


Buu 2 À, 
Or, en général, soient £, 6, A, &, ... la suite des formes d’ordre 
R+1I,n,R—1,R—2,..., quon obtient en prenant, pour 6, la 
dérivée réduite de £, pour 4, la dérivée réduite de 6, pour #, la 
dérivée réduite de %,.... Nommons respectivement 4, 5, €, 2, 
les plus petits coefficients des carrés des variables dans ces formes, 
et D, D,, D,,, Ds, ... leurs divers déterminants. On aura d’a- 


bord 
D, = A771D, Doi = #7? D, Dos = CDs, -.., 


puis on obüendra la série des limites supérieures 


3/1 ES Lin à 


LH RTE CE NE 2e ANNEE 
a<G) Vr s<f) fn e<G) your 


et, suivant les deux cas, l’une ou l’autre des limites inférieures sui- 


pi= 


vantes : 


ou 


B2A—[CA—1)F, C2B—[(B—:)}", D2C—[ (€ 1), 


ñ 


L'exemple des formes de déterminant 1, que je vais traiter, 
montrera l’utilité de ces formules. Dans ce cas, on a en général 


1 
n 


4 2 
a<(3) 


ainsi depuis les formes binaires jusqu'aux formes quinaires inclu- 
sivement, À < 2, donc A = 1, et, depuis les formes à six indéter- 
minées jusqu’à celles qui n’en comprennent pas plus de huit, 
A<3, donc A= 1 où A — 2. Or on va voir que cette seconde 
valeur doit être rejetée jusqu'à 7 = 7 inclusivement. 

Considérons d’abord les formes à six indéterminées ; on trouve : 


° Pour À la limite supérieure 


4 2 
(à) =) 0) donc À — 
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29 Pour 3 la limite supérieure 
4 2 5 — : 
(5) V2 — 3,09..., donc #8 — 3; 


3° Pour € la limite supérieure 





NN] 


4\?: 
(à) V2533— 7,01..., donc € — 


Il est inutile d’aller plus loin, puisque la valeur de € est en con- 
tradiction avec la limite 


€2#—[:C5—:1)}; 
il faut donc exclure déjà dans ce cas la valeur A — 2. 
Passons aux formes à sept indéterminées; 1l viendra : 


1° Pour A la limite supérieure 


fa 3 
(à) 2 30.2, donc N'—15; 


19 [ox 


(5) PET SENS done 3 = 3: 


3° Pour € la limite supérieure 





4\2 
(4) V253t —7,50..., donc Œ—7 (1); 


pour la même raison que précédemment, 4 — 2 doit encore être 
rejeté. 

Donc, comme dans les cas précédents, 1l n’existe que la seule 
valeur A = 1 (?), et voici maintenant les conséquences qui s’en 
déduisent : 


En premier lieu, pour toutes les formes définies de détermi- 





(!) M. Stouff, en reprenant le calcul indiqué, trouve 8,56 au lieu de 9,50 et, 
par suite, € = 8, et il n’y a pas de contradiction avec la limite inférieure, qui est 
aussi égale à 8. Le théorème énoncé par M. Hermite resterait donc douteux pour 
les formes à sept indéterminées; il est cependant exact, comme l’a vérifié M. Stouff 
en utilisant un résultat de MM. Korkine et Zolotarefr. E. P. 

(2?) M. Hermite arrivait encore au mème résultat pour les formes à Auit in- 

H. — I. 9 
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nant 1, dont le nombre des indéterminées ne surpasse pas 9, la 
dérivée réduite a encore l’unité pour déterminant. Soit donc 


SEEN) TITI TRIO 229; ja) 


une forme et sa dérivée réduites, toutes deux ayant l’unité pour 
déterminant. Admettons que, pour les formes 6, dont l’ordre est 
inférieur d’une unité, on ait 


e. 


Dr = MONELONND 
lorsque z est différent de 7 ; les deux conditions 


1 
A0 0 Moi < 2 2,0 
donneront d’abord 
No,i a 0, 


et l'équation 
B;,; T4 0,0 Ai,j Ta oi 2, $ 


conduira successivement, pour £ — J et & différent de 7, aux deux 


valeurs 
Mi I, A O. 


Or les formes définies binaires réduites offrant la seule classe. 
x? + y? de déterminant 1, on en conclut que, pour les formes ter- 
naires, quaternaires, etc., jusqu’à celle de sept indéterminées, il 
n’existera parcillement qu'une seule classe représentée successive- 
ment par une somme de 3, 4, ..., 7 carrés. 

Je n’essayerai pas, Monsieur, de vous développer encore d’autres 
applications particulières de ma méthode de réduction. Au reste, 
les formes réduites auxquelles on est ainsi conduit, pour un dé- 
terminant donné, n'offrent plus ce caractère, propre aux formes 
binaires, de ne pouvoir être équivalentes entre elles, à moins d’être 
identiques, aux signes près de certains coefficients; seulement, on 
peut démontrer que la limite du nombre des formes réduites équi- 
valentes ne dépend que du nombre des indéterminées, et nullement 
de la valeur particulière du déterminant. Mais permettez-moi, 
: Monsieur, de revenir un instant sur les circonstances remarquables 





déterminées, mais il y avait une lacune dans sa discussion, et le résultat n’est pas 
exact. Aussi avons-nous supprimé cette partie du texte et, dans les lignes qui 
suivent, remplacé 8 par 7. ESP, 
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auxquelles donne lieu la réduction des formes dont les coeffi- 
cients dépendent de racines d'équations algébriques à coefficients 
entiers. Peut-être parviendra-t-on à déduire de là un système com- 
plet de caractères pour chaque espèce de ce genre de quantités, 
analogue par exemple à ceux que donne la théorie des fractions 
continues pour les racines des équations du second degré. On ne 
peut du moins faire concourir trop d'éléments pour jeter quelque 
lumière sur cette variété infinie des irrationnelles algébriques, 
dont les symboles d'extraction de racines ne nous représentent 
que la plus faible partie. Ici, comme dans la théorie des transcen- 
dantes, 1l a été facile de trouver à une longue suite de notions 
analytiques de plus en plus complexes une origine commune, 
une définition unique et complète où n’entrent que les premiers 
éléments du calcul; mais quelle tâche immense, pour la théorie 
des nombres et le calcul intégral, de pénétrer dans la nature d’une 
telle multiplicité d'êtres de raison, en les classant en groupes irré- 
ductbles entre eux, de les constituer tous individuellement par des 
définitions caractéristiques et élémentaires! 

L'exemple le plus simple auquel puisse s'appliquer ma méthode 
de réduction est celui des racines cubiques des nombres entiers. 
En désignant donc par z la valeur réelle, et par $ et y les deux va- 
leurs imaginaires de VA, on sera conduit, d’après le point de vue 
auquel je me suis placé, à réduire pour toutes les valeurs de la 
quantité À, croissantes depuis zéro jusqu'à l'infini, la forme ter- 
naire 

f=(r+ay +as} +A(x +By+$?z)(x +yy + Y'a), 
dont le déterminant D — =* A? A?. Soit, dans l'hypothèse d’une va- 
leur donnée quelconque de À, que je représenterai par A,, la sub- 
stitution correspondante 


cm +n'+plz, 
Y=MmX+nY+p'Z, 
3z=mX+n'Y+ p"LZ, 
en posant, pour abréger, 
M(a)=m+am+am", N(s)=n+an+aen", P(a)=p+ap+ap, 
M(B)= m+Bmpim, NB)=n+pn+fn", P(B)=p+Bp'+ pp" 
M(y)=m+ym+ypm", N(j=n+yn+yn" P(ÿ}=p+yp+7yp", 


132 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 
{ deviendra 
F—[XM(a)+ YN(a)+ ZP(a«)]? 
+ A[XM(B) + YNCB) + ZP(B)ITXM(Yy) + YN (1) + ZP(y)]: 


Soit encore 
M = M'(a)+AM(B)M(y), 


(1) WU = N?(a)+AN(BIN (Ty), 
p = P?(a)+AP(B)P (y}: 
on aura, d’après le caractère principal des formes définies réduites, 
mup<($)D ou <(4AA), 
d’où, en supposant M <U <}Y, 


(2) ML(4AAŸ, AUUL({AA}, MP L<(4AAY. 


Or de là résultent plusieurs propriétés essentielles que je vais d’a- 
bord établir. 
En premier lieu, le nombre entier 


0 = M(4) M(B) M(+) 


/ 9 
0e (5) À ; 


d’après la première des équations (1), le produit des deux fac- 


vérifie la condition 


1 | 


car, 


teurs M(x), AM(S5)M(y) ne peut dépasser son maximum 
2m V(E A), 


d’où se tire la limite indiquée. 
Secondement, les deux polynomes à coefficients entiers, savoir : 


P(a) = N(a)M(B)M(Y), W(x) = P(a)M(8B)M(y), 
qui sont respectivement de la forme 
P(ax)=p+av + 220%, Wa)=Ÿd+at'+ 0? Fe 


ont de même leurs coefficients limités. En effet, on a, d'après les 
relations (1), 
N(a) <<VA,  AM(B)M(y)< A, 
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donc 
AP(a) LM VU, 
el, par la seconde des équations (2), 


Pa) <4A, 
et l’on aura de même 
W'(a) < 4A. 


Soit ensuite, puisque $ et y sont deux imaginaires conJuguées, 


PP) RE N Pr) =pe IT, 
d’où 
pi = P(B)P(y) = N(B)N(Y) M?(a) M(B) M(Yy). 
La seconde des équations (1) donne d’abord 


AN(B)N(y) <4; 
on üre ensuite de la première 
M?(4)AM(B8)M(y) < + A, 


et l’on en conclut la limite 
DÉC ATA 


Ainsi on peut poser, en désignant par e et n des quantités com- 
prises entre +1 et —1, 

P(a)=p+ap +atp" = Az, 

P(B) — 6 + Bo'+ Bo" — 2 A neb V1, 

P(y)= 9 + v9 + vo" = 2Ane VAT, 


d’où 
39 —=4A(Ee+ncosb), 
30 —4{YAîle+n cos(0+ir)], 
3g"—= 4VA[e+ ncos(6—2r)]; 
donc 


FRA do ciYAr,  p<tYA, 


et l’on obtiendrait des limites semblables pour les coefficients du 
polynome W, lesquels donnent lieu d’ailleurs à la condition re- 
marquable 


" " A 
pd" — Q'V= +0. 
Cela posé, d’apèrs tout ce qui vient d’être établi, nous repré- 
senterons la transformée déduite de la substitution effectuée dans f, 
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Mae) 
en même temps que F et que J'écrirai ainsi 


non plus par F, mais par $, forme évidemment réduite 


























ren ANRT Le ec] 
RS Preten rec 
M(B)MOITERRAN RES P(8) Î[ N(Y) P(Yy) | 
A —— X+ ———Y+ = ZL| |X+ Y+———7Z|, 
M?(a) M($) M($) M (y) (Y) 
ou bien 
L 2 
f— [x + Y + 2] 
AQ P(B) w(8) Te Y(y) 
+ mel o + 2 | [x + 3 Y+ er 2 |. 


Or, A croissant d’une manière continue à partir de A, nommons 
A,, A», A3, ... la série des valeurs auxquelles viennent successive- 
ment correspondre des formes réduites distinctes £, £,, £o, £3, : 
Toutes ces formes seront comprises dans le même type que £, mais 
on peut concevoir que l’une quelconque d’entre elles soit obtenue 
au moyen de la précédente, en y introduisant la valeur de A, à 
parur de laquelle elle cesse d’être une forme réduite, puis lui ap- 
pliquant la méthode générale de réduction. En procédant ainsi, le 
calcul relatif à la série entière des valeurs de À, est ramené à un 
nombre limité d'opérations. En effet, le nombre enter désigné 
d'une manière générale par Q, et les coefficients entiers des poly- 
nomes ® et W ayant des limites finies, on arrivera nécessairement 
à deux valeurs de A, 4; et A;, auxquelles correspondront deux 
formes, #;, $;, qui représenteront absolument la même combinai- 
son de ces quantités. Faisant donc croître À, dans £;, à parur de la 
limite A;, on verra se reproduire, dans le même ordre, les divers 
termes £;41, fig», ... de la suite obtenue pour le premier intér- 
valle de A; à A;, et, Jusqu'à la limite extrême des valeurs de A; 
l’ensemble des formes réduites sera cette série d’un nombre fini 
de formes, reproduite une infinité de fois. 

En la considérant d’ailleurs dans l’ordre inverse, elle offrirait le 
résultat d’un système d'opérations où l’on aurait fait décroître la 
quantité A d’une manière continue depuis A; jusqu’à A;; l’ensemble 
des formes correspondantes aux valeurs indéfiniment décroissantes 
de A sera donc encore la même suite prolongée à l’infini dans un 
sens opposé. 
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Si ce n’est pas trop présumer de votre indulgence et si J'avais 
réussi à vous intéresser un peu à ces recherches, je m’estimerais 
bien heureux de vous adresser encore ce qu’il pourra m'arriver de 
rencontrer dans la même voie. Après avoir prouvé que les pro- 
priétés précédentes sont caractéristiques pour les racines de toutes 
les équations du troisième degré à coefficients entiers, je me suis 
arrêté à quelques recherches sur l'équation M(2)M(B)M(y) =: 
dont je pense obtenir la solution complète. Mais je désirerais sur- 
tout pouvoir vous soumettre un Travail sur les équations modu- 
laires, dans lequel j'ai établi une proposition énoncée dans les 
Œuvres posthumes de Galois, imprimées dans le Journal de 
Mathématiques, et qui consiste en ce que les équations modu- 
laires du sixième, huitième et douzième degré peuvent être abais- 
sées respectivement au cinquième, septième et onzième degré. Je 
me suis proposé en même temps de retrouver ces relations si sin- 
gulières que vous avez le premier découvertes entre les racines M, 
M’, M”, ... de l'équation F(£,M)—o, mais je n’ai pu y réussir 
malgré tous mes efforts. Ces premières propriétés d’irrationnelles 
algébriques, non exprimables par radicaux, me paraissent du plus 
grand intérêt; comme les propriétés des racines des équations re- 
latives à la division du cercle, elles serviront de point de départ 
pour pénétrer plus avant dans la théorie générale des équations. 
Ne publierez-vous donc pas un jour, Monsieur, les principes si 
cachés qui vous ont conduit à ces beaux théorèmes? Il me semble 
que ce serait encore une voie nouvelle que vous ouvririez aux re- 
cherches des géomètres, dans une des théories les plus vastes et 


les plus difficiles. 
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Troisième Lettre. 


Je dois à l’obligeance de M. Borchardt d’avoir reçu votre der- 
nière Lettre qui m'a été bien précieuse, en portant à ma connais- 
sance l'écrit de M. Gauss sur les formes quadratiques ternaires. 
Permettez-moi de vous remercier aussi de toutes les autres indica- 
ons que vous avez eu la bonté de me donner, mais dont mon 
ignorance de la langue allemande m'empêche malheureusement de 
profiter comme je le souhaiterais. C’est M. Borchardt lui-même qui 
a bien voulu me traduire l’article de M. Gauss, mais jusqu'ici Je 
n'ai pu trouver personne pour me continuer le même service, et, 
à mon grand regret, Je reste complètement étranger aux travaux 
de M. Kummer sur les nombres complexes, qui m'intéresseraient 
vivement. 

Comme vous le savez, Monsieur, le but de mes premières re- 
cherches avait été d'examiner le nouveau mode d’approximation 
que vous avez donné en établissant l'impossibilité d’une fonction à 
trois périodes imaginaires. Ce n’est que longtemps après que J'ai 
vu comment cette question, et une infinilé d’autres du même genre, 
dépendaient de la réduction des formes quadratiques. Mais, une 
fois arrivé à ce point de vue, les problèmes si vastes que j'avais : 
cru me proposer m'ont semblé peu de chose à côté des grandes 
questions de la théorie des formes, considérée d’une manière gé- 
nérale. Dans cette immense étendue de recherches qui nous a été 
ouverte par M. Gauss, l’Algèbre et la Théorie des nombres me 
paraissent devoir se confondre dans un même ordre de notions 
analytiques, dont nos connaissances actuelles ne nous permettent 
pas encore de nous faire une juste idée. Peut-être, cependant, 
doit-on entrevoir qu’il appartiendra à cette partie de la science, 
constituée ainsi sur ses véritables bases, d’offrir le tableau de tous 
les éléments, en nombre fini ou illimité, dont dépendent les ra- 
cines des équations algébriques, séparées en types irréductibles et 
classés suivant leurs rapports naturels. 

Je ne sais si J'aurai réussi à faire un premier pas vers un but si 
éloigné, en donnant une méthode pour la réduction des formes bi- 
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naires de degré quelconque (1). J’essa yerai plus tard de poursuivre, 
sous ce point de vue, les conséquences des résultats que J'ai ob- 
tenus, mais, Jusqu'à présent, J'ai été plutôt préoccupé de la re- 
cherche des principes propres à la réduction des formes les plus 
générales composées d’un nombre quelconque de variables, ques- 
lion Capitale et qui peut-être sera bien au-dessus de mes forces. 
Voici néanmoins sur ce sujet un premier théorème destiné à pré- 
senter, dans le sens le plus étendu, la notion des formes adjointes 


de M. Gauss. 
Soit 
(1) | AE 0e, ie din) 


l'expression générale d’une fonction homogène du mi°"e degré 
à n variables. Faisons 


Fe #80 FROM, CN à 
) FEAR FR TRUE EC re = Vn; 


par l’élimination de x,,%»,..., æ, on arrivera à une équation 


> TEEN AVI RTS: A Mn) 0: 


Cela étant, les coefficients des diverses puissances de X se- 
: : : RE 
ront ce que Jj appellerai les formes des divers degrés adjointes 
à (Tr, Los. Æn), et Je les désignerai généralement, en sup- 
posant égal à l’unité le coefficient de la puissance la plus élevée 
de X, par 
S(Y15 Va +. Fr). 


Or on aura le théorème suivant, comme conséquence immédiate 
de la définition qu’on vient de proposer : 
La fonction homogène 


ACHETE LUS à) 
devenant 

F(X1, X2, SE QE) X»); 
par la substitution 


Di = Xi + Xo+...+ AnXn, 
T2 == bi X1 + Oo Xa he date Den 


T n —= l X; —+ LXo+...—+ PA 


(!) Journal de Crelle, t. 36, p. 357, et p. 84 de ce Volume. 
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si l’on désigne par G la forme adjointe, composée avec les 
coefficients de F, comme g est composée avec les coefficients 
de f, on aura 

LT PSE Pa dE ACTE RES 


en prenant 
Yi=&yi+biyst...+hYym 


Né = da V1 + Da V2 +. Tam loYns 


se d'e/e/et os ete et pie ble ls teln etat aters (se 9 nec 


Yr= AnVi + OnYo set UnY n° 


Mais il importait surtout d’obtenir le résultat général de l’éli- 
mination des variables æ,, æo, ..., æn, entre les.équations (1) 
et (2). Voici comment on peut y parvenir : 

Soit 
(Li Vi + LaVa ++ CnYn)”? 


o — XML (Ti, Las cs En) HORS 


une nouvelle fonction homogène du m\°"° degré de æ,, Lo, ..., Zn; 
J'observe que, au moyen des équations proposées, les suivantes ont 


lieu, savoir : 


el 
do do do Le 


ee 0 LL — 0 ee —10 
3 To ù à dEn 








Elles se réduisent en effet à des identités, en mettant à la place 
de X, d’une part, et de y1, Ye, -.., Y», de l'autre, leurswaleurs 
en y, Lo, .., Æn, telles que les donnent les équations (1) et (2). 
Donc la question est ramenée à l’élimination de æ,, &o, ..., Œn 
entre les équations homogènes 


de 


110 
dr ? da 


do do 


— O, . mr 0) 





car l'équation # — o rentre dans celles-là, et on peut lomettre. 
Ainsi, représentant la forme f par la somme des valeurs du 
produit 
2 De Cr Ty ES PME 
lorsqu'on attribue aux quantités £ tous les systèmes de valeurs en- 
uères et positives qui vérifient la condition 


Lit lot. +in = M, 
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et désignant par 
$ = (8) 


la relation entre les coefficients A qui résulte de l'élimination de 
Ti, Lo, -.., Æn entre les équations 


CEE df df 


—— = O0 0 7. — O0 
dx: ! do è fs ; 


2 








on aura le théorème suivant : 


L'équation 
LÉ SETASe E a J == 0 


s'obtiendra en remplaçant Ai, i,...:, dans 


0: 


par 
u LA În 
DR NT 


 7—1 HT ME 3 1 
X AIME Le (1, La, .-.., ln) mm 


(ti, Ca, -., in) étant le coefficient numérique de y 7%..." dans 
le développement de la puissance polynomiale 


(Vi+Ya+.. + Yn)r. 


On observera seulement qu'il y aura lieu de supprimer comme 
facteur étranger une certaine puissance de X, ce qui n’altère en 
rien la forme analytique du résultat que je viens d’obtenir. 

L'application aux formes quadratiques est bien simple. La forme 


IT [12 
f = ) ) Qi,j Ti j; 
rer | 
1 1 


sous la condition ordinaire 


proposée étant 


di,j — ji: 


la forme adjointe g sera 
n n 
DE 
ÿ, sig i AA UE 
1 1 


D étant le déterminant de la forme 1: 





Je prendrai encore comme exemple les formes cubiques binaires 


J = ax + 3 bx2y + 3cxy? + eys. 
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Dans ce cas, l’expression désignée par £ coïncide avec le déter- 
minant unique de la forme, tel que Je lai obtenu dans la théorie 
de la réduction, et le coefficient du second terme de l’équation en X 
donne la forme adjointe 


y ÉTÉ EE df A AS sas F 
(a+ OP FES de ? 


= 3 [(ae?— 3bce + 2c3)x3 — 3(ace —2b?e + bce?)x?y 
+ 3(2ac? — abe — bc)xy?—(3abc — ate—2b3)y3]. 
£n étudiant cette forme que je trouve dans un des Mémoires de 


M. Eisenstein, j'ai reconnu qu’elle se déduisait de f, en y rem- 
plaçant les variables par les deux expressions linéaires 


dp dp 
de” dy 


2 


® étant l'expression quadratique 
(ac—b?)y?—(ae— bc)xy + (be — c?)x?, 


considérée encore par M. Eisenstein, et par moi-même dans da 
Note du Journal de Crelle, sous la forme 


(a—$)} (y =y2) + (=) 0 ar een 
4, D, y étant les racines de l’équation 
axi+ 3br?+3cx +e—=o. 


Maintenant, Monsieur, je reviens à la théorie des formes qua- 
dratiques, pour essayer de vous compléter quelques points de la 
dernière Lettre que J'ai eu l'honneur de vous écrire. Et d’abord, 
j'ai dû reconnaître que ce qu’on devait se proposer avant tout, dans 
la théorie de la réduction, était de découvrir les valeurs entières 
des indéterminées pour lesquelles une forme définie donnée était 
la plus petite possible. De là, en effet, se tireraient les consé- 


quences suivantes : 
1° En cherchant la série des minima de la forme binaire 


x? 
G—ar}+T, 
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pour toutes les valeurs positives de la quantité A croissant d’une 
manière continue de zéro à l'infini, les diverses fractions = r'e- 
présenteraient l’ensemble des réduites de la fraction continue 
équivalente à à. 


2° En cherchant de même la série des minima de la forme ter- 
naire 


A(z— ax} + B(y — br)? + — 


où À et B sont deux quantités positives quelconques, & et b deux 


. auraient ce caractère 


CEE , , , 3 
quantités réelles, toutes les fractions =; 
essentiel qu'en choisissant un dénominateur x, moindre que x, 


deux autres fractions, . : = » donneratient nécessairement 
A(z— ax) + B(yo— 0x0) > Az — ax) + B(y — bx}. 
Car, si cette inégalité n’avait pas lieu, l’expression 
A(30 — aXo ) + B(Y0o — 0To)? + 
serait moindre que 


2 


A(z— ax) + B(y — br}? + pr 


donc cette dernière ne serait pas, comme on l’a supposé, un rmnt- 
nimum. 
Cela étant, si l’on observe qu'on peut toujours faire 





3/2AB 
A 





? 


A(z— ax) + B(y— br + © << 


et a fortiori 


2AB 
A 2 





A(s—ar)} +B(y— br}? < V4 


on voit que, en faisant croître continuellement A, la série des frac- 


UOns —» . converge indéfiniment vers les limites & et b, et que, 


pour chaque approximation, la somme des carrés des erreurs 
3— ax, y — bæ, multipliés par les constantes À et B, est un mini- 
mum, c'est-à-dire que cette somme augmente, si le dénominateur 
commun æ diminue. 
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Ce qui précède indique suffisamment une infinité d’autres con 
séquences analogues, qui toutes viennent dépendre de la recherche 
difficile d'une limite précise du minimum d’une forme définie quel- 
conque. Là-dessus je ne puis former qu’une conjecture. Mes pre- 
mières recherches, dans le cas d’une forme à n variables de déter- 


minant D, m'avaient donné la limite 


1 
SR Er 
( 1H ÿD: 


je suis porté à présumer, mais sans pouvoir le démontrer, que le 


CIE 


; ou 4\s m1 de ; 2 
coefficient numérique () doit être remplacé par 
V(n +1) 


Comme application des mêmes principes, je considérerai en- 
core la question suivante : 


Etant donnée une expression imaginaire a + b\—1: dé- 
terminer les entiers complexes 


Det AV it, DR UNE 
pour lesquels la norme de 
(x+y RE (ab PEN UE u V— 1 


soit la plus petite possible, sous la condition que x? + y? soit 
au-dessous d’une certaine limite. 


On cherchera les minima successifs de la forme à quatre va- 
riables | 
T°? + y? 


f=(ax—-by—-t}}+(ay + br — u) + RER 


pour toutes les valeurs de A; les diverses fractions complexes 


AR ETAN RTE 
D+yV=r 








auxquelles on parviendra ainsi, Jouiront de cette propriété carac- 
téristique que le module de la diflérence 


PEU ENT 


LAB VENTE = 
T+yY—: 
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crottra nécessairement en prenant toute autre fraction dont 
le dénominateur aurait un module moindre. 


Mais une autre propriété de ces fractions les rapprochera en- 
core davantage des réduites de la théorie des fractions continues. 
Soient 


l—UV—1 AE NT SE 
ain et ART RTE Lo + Yo y-— 1 





? 


deux fractions différentes qui correspondent à deux minima con- 
sécutifs de la forme /, de sorte que les deux valeurs de À qui ont 
donné lieu à ces deux fractions soient infiniment peu différentes 
l’une de l’autre. Alors, en observant que le déterminant de fest 


LA L4 L L L . 
en général * le premier minimum donnera, en admettant la con- 


jecture ci-dessus, 


2 ir (ay t br ur ee . A 


A ÿ5 VA 





et le second 

Dé + Yi 2 
—  < 4 = PSE re 
À + w V5 V + 0) 





(at%o — bYo — to} + (aYo + bX5 — Uo } + 


w désignant une quantité aussi petite qu'on voudra. Cela posé, 
multiplions ces deux inégalités, membre à membre; on trouvera, 
en employant une formule bien connue (*), 

LE + YYo je 


(axz—by—t)(aro—byo—to)+(ay +bx—u)(ayo + bTo— uv) + 
VA(A+w)| 








D (ar — by —t br — wo) (aro — bVYo—to)(ay + 0x —Uu) +" -————— 
| (ax V )(aY 5 + Lo — Uo) (ax EU o)(ay + ) VA w) | 


VL ie 1* 





[(VAEw— VA)[a(yro—2ro) + b (roy + rotor — Uy] VA (UVo— + to T — Hot) 








—- —— 
VA(A +w) 

# ((Va+ —- V/A) [a(yto+2Vo) +0 (&Lo— Yo) — 09 — Lo x | VAUT LV leo ue) 
( VA(A + w ) 


4 1 ; 
< 5 Va +o) 





d'où, en négligeant les deux premiers carrés el introduisant la 





(:) La formule d'Euler, qui donne sous la forme d’une somme de quatre carrés 
le produit de deux sommes de quatre carrés, suit immédiatement de ce que le 


j 
| 


| 


/ 
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condition que w est infiniment peut, 


4 
(UYo — UT + bT — Lot)? + (EYo — LoY + UTo — UT) de ; 
et, par conséquent, 


Cayo — UoY + 07 — Tot}? + (#Yo — to + UXo — WT} = 


Ainsi, la norme du numérateur de la différence de deux fractions 
? 

complexes consécutives est l’untté; on eût obtenu l’unité ou le 

nombre deux, en employant dans l'expression du minimum de f 


le facteur G) au lieu du coefficient hypothétique 2 Aa de 


La méthode précédente s'applique encore aux Fe com- 


plexes x + y V— n, dont la théorie est plus difficile et sur laquelle 





produit des deux déterminants (ad — bc), (a'd'—- b'c') est le déterminant du 
système 

aa'+ bc', ab'-+ bd' 

ca'+ dc', cb'+dd' 


En effet, il suffit de supposer 


pr NU b = rESNE LC = EN ERSIEN di = plier 


U 


Ge DU g NT; D TTrEE s'V—:1, E Pr SNS d'= p'— g'J—1 
pour obtenir 


(p+g+r+s)(p"? + g"° 2 72 5 ç/2 29 
= (pp qq — rr'—S$ "+ (pgq' + qPp'+ PSE sr }? 
+ (PT = gs TP QE PSI QE PREMIER 


Celle de Lagrange vient en mettant g VA, r VB, sÿAB, .… au lieu de QT RE 


(‘) M. Hermite a repris cette question dans un Mémoire ultérieur en se ser- 
vant des formes quadratiques binaires à indéterminées conjuguées, et démontré 
rigoureusement que la norme est bien égale à un. 


On doit remarquer que la limite hy pothétique — En ÿ /D admise ts M. Her- 
ÿ nel 

mite est trop faible. Pour nr — 4, elle ne donne déjà plus la limite supréieure du 

minimum. En effet, cette limite est alors, d’après MM. Korkine et Zolotareff, 


V2 1 et c’est là une limite précise que l’on ne peut abaisser. Comme 4/2 sur- 


passe — la limite hypothétique est trop faible. Si l’on reprend le calcul ci-dessus, 


Œ 
2 

en remplaçant —= par 2, on retrouve d’ailleurs le résultat de M. Hermite, qui 
(/5 


se trouve alors aussi complètement établi par cette voie. FE: 
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je me propose de revenir. Mais ce n’est qu'au moyen de la réduc- 
ion de formes de degrés plus élevés qu'on pourra résoudre les 
questions analogues à la précédente, dans lesquelles entreraient 
les nombres complexes réels x + y Vn et ceux qui dépendent d'ir- 
rationnelles numériques plus compliquées que les radicaux carrés. 


Voici maintenant une autre série de questions importantes dont 
la solution dépend encore de la recherche du minimum d’une 
forme quadratique et qu'on peut comprendre dans cet énoncé gé- 
néral : 

Trouver, en nombres entiers, le minimum du produit d’un 
certain nombre de fonctions linéaires et homogènes, à coefft- 
cients réels ou imaginaires. 


Nommons 


Hi: 2 Shalers În 
les fonctions linéaires à coefficients réels, 
5 1) 8 2) .….., Sn ha, ha, pen Ry 


les fonctions à coefficients imaginaires, g; et k; étant des fonctions 
conjuguées. Si l’on suppose que leur produit prenne la plus petite 
valeur possible en attribuant aux indéterminées les valeurs en- 
0, Jo, et qu'on désigne alors par 


dr Jo ces JR 
ce que deviennent les facteurs linéaires réels, et de même par 
&1) h; 2) 5 ; CCI En h?r, 


les diverses couples de facteurs conjugués, 7e dis que la forme 
quadratique 


1 \2 > \? 2 ol Ur op Ra 
A) (à) +...+ (2) +2 # RAR OR PR Cr 


F0 G 0 *OUZTO 0 D0 0,pH0 
arc J Jn gî hi 52 h5 g%h?, 








sera elle-même la plus petite possible pour x = x, Y = Yo .: 
Supposons, en eflet, qu'on puisse avoir 


fi \? \2 fn \? sh Ta Don 
1 2 k JR S1/tui &2/l2 nn 
(à) + (à) —— ,,.—+ (4) + 8) 0 h0 2) 0 h9 Ne AT 2 ES \I. 
\J 1 2 n 1/71 52/1» Sn'n! 


ETe as 1h, 10 
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M étant moindre que n + 2n'; comme le produit des facteurs 


Ji $ Ja A În &ihi (ER). (Ex) 
(a) C#) F) an) Von so AY 


sera toujours inférieur à son Maximum 


M n+2n 
————— = 
(= men PV 


la supposition de M <n+2n/ conduirait à 





fafac.. fnogiha ahas Burn LIL... F2. 8h. EUR ETAN, 


et, par suite, le produit des facteurs linéaires ne serait pas, contre 
l'hypothèse, le plus petit possible pour z = x6, Y = Yo, "Ja 
joute qu’en faisant M— x +2 n'le produit (a) ne pourra atteindre 
son maximum ou l’unité qu'autant qu’on aura 


= (= — Gien 


gril £&o ho Ee L'arhin v 


= — Era | == = eme: 
0 290 ? 0 1 0 0 
61 h° 82 hi gt: 








Nous voici donc encore conduit, comme vous le voyez, Mon- 
sieur, à cette recherche singulière de tous les minima, d’une 
forme quadratique, correspondant aux divers systèmes de 
valeurs de plusieurs paramètres qu'il faudra supposer passer 
par tous les états possibles de grandeur. Telle est du moins la 
voie qui nous est ouverte, par l’analyse précédente, pour la solu- 
tion de nombreuses questions, parmi lesquelles je choisirai celle-ci : 


w(a) désignant un nombre entier complexe, composé avec 
une racine à de l'équation F(x)—o à coefficients entiers, celui : 
du premier terme étant l'unité, trouver toutes les solutions de 
l'équation 

Norme œ(a) = 1. 


Soit M un minimum d’une quelconque des formes définies 


__[pCu)]?, [o(x) |? p(ax) |? 
= |e). [ef fre) 


Le ARE frs ARS) 20 AR SET 
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dans lesquelles «,, «2, ..., 4, désignent les racines réelles, et B;, YA 
Ba, Y25 -..; Pr, yr les couples des racines imaginaires de l’équa- 
uon F(x)= 0. En faisant, pour abréger, n+2n/ — m, on déduira 
de la limite 


4 SM) — 
k M < (5) m D, 


où D est le déterminant de ®, la relation suivante : 


1 
a 7 (mr —1) A 





Norme @?(4a) < (à) 


mn? 

dans laquelle À représente la valeur absolue de l'expression 
F'(«;) F'(az2). ee F'(B») F'(yn'); 

et où n’entrent plus les valeurs de A,, A», ..., K;, Ko, .... 

Donc, quelles que soient les quantités A,, A:,..., K,, le mini- 
mum de ® conduit à une valeur toujours limitée pour la norme 
de w(a); mais ce qui a été établi précédemment fait voir, de plus, 
qu’en faisant passer AÀ;, A», ..., K;, K>2, ... par tous les états pos- 
sibles de grandeur, on obtiendra nécessairement toutes les unités 
complexes, toutes les solutions de l’équation 


Norme:p(a) = 1. 


Considérons une solution particulière telle que N o,(2)= 7, elle 
sera donnée, par le minimum de v, dans l’hypothèse suivante : 


HANRICONE o(a) |? … [ pan) |? 
1% el % en Digne 2 | 
Le Po (B1) Do(Y1) AN ES 2o(Bn') Do(Yn’) 








Mais ne pourrait-1l pas exister deux ou plusieurs autres représen- 
tations distinctes du même minimum et conduisant, par suite, à 


de nouvelles solutions? 


Observons, à cet effet, qu’on a les conditions 


C0 oi (a) RS P(an) 4 
Er | Fa El HUE el ke 
o(B1) (y) Me LE PB) PCT») 2 
20 (B1) Lo(Y1) Do (Bn') Po(Yn') 








déjà établies précédemment, de sorte qu’en supposant l'équation 
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F(x)=o irréductible, si l’on prend &(4,)=—%9(2%1), la même équa- 
tion aura lieu pour toute autre racine réelle ou imaginaire, et il en 
serait de même en partant de la condition ®(4,) = — w5(%1). Or, 
le premier cas conduit nécessairement à z = Lo, Y = Yo; --:, etile 
second à T5 2%, Je 0 ee 

Mais, si toutes les racines étaient imaginaires, la démonstration 
serait en défaut; dans ce cas, on est conduit à détacher de l’en- 
semble général des solutions un certain nombre d’entre elles qui 
offrent ce caractère singulier de donner lieu à des entiers com- 
plexes dont le module analytique est l’unité. Ainsi du mimi- 
mum de la forme 
1 (81) o(y1) Pa) eCr2). ‘à se(Pr)ete 

vo (91) Do (Y1) ©0(32) Do (2) ©0(Bn') Po (Yn') 


on déduira non seulement 
" O(B1) = Po(Bi), (Ya) = Polyi), +: PB) = Po(Br), "p(Yr) = vo(yr2) 


mais encore 


©(B1) = v0(B1) Y(B1), o(y1) = Po (y1) ŸCY1), 'U 
D(Bnr) = vo(Bn) LB),  PCYn) = Lo(Yr) Un), 


les nombres entiers complexes d satisfaisant aux conditions sui- 


vantLes : 


YBD YO) = PB) =r, ..., dr) tr) =r 


et l’on pourra en faire abstraction puisqu'ils peuvent être déter- 


minés d'avance. J’ai trouvé, du moins, qu’ils ne pouvaient étre 
que de cette forme, savoir : 





k et l'étant entiers. Le dénominateur / est sans doute égal au 
nombre 2n'+ 1, mais je n'ai pu encore suffisamment approfondir 
toutes ces circonstances qui me paraissent bien singulières. 

Quoi qu'il en soit, les considérations qui précèdent établissent 
qu'on n’aura jamais à rechercher qu’une seule représentation, en 
nombres entiers, de chacun des minima distincts, donnant lieu 
à une unité complexe, qu’offrira la forme ®, lorsque les quantités 


A1, A», D CE À p Ki, K>, VUE ”) K» 


ve 108 
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passeront par tous les états possibles de grandeur. Mais, une fois 
amenés à cette nouvelle recherche, il faut recourir à la théorie de 
la réduction des formes quadratiques quelconques. Je vais, avant 
tout, définir ce que j'appelle réduire une forme donnée ('). 
Soient f cette forme, et f’, f", … la série entière de toutes celles 
qui lui sont équivalentes, et que je représenterai, d’une manière 


rt n 
fé Ÿ » AjiTiTj; 
Î i 
1 1 


en supposant que les coefficients des carrés, rangés par ordre crois- 


générale, par 


sant de grandeur, soient 
CARE Tes al M ire 


Cela étant, nous subdiviserons, progressivement, l’ensemble de 
toutes les formes équivalentes, en réunissant dans un même groupe : 


1° Toutes les formes où &,,, a la plus petite valeur possible ; 

2° Parmi celles-ci, toutes celles où &>,, est également un mi- 
nimum ; 

3° Parmi les précédentes, celles où &3,; est encore un minimum ; 
et ainsi de suite, de telle sorte qu'après avoir épuisé la série &, 1, 
A9,23 «.., An,n ON arrive à une ou plusieurs formes dont les coeffi- 
cients des carrés sont nécessairement les mêmes. 


Ces formes offrent un caractère essentiel qui consiste en ce que 
toutes les expressions quadratiques 


(ais, Gi j, a; ;) 
sont réduites. On peut établir qu'on a la limite 
di 1 da 2° .. Œan Pal ee D, 


u étant un coefficient numérique ne dépendant que du nombre n 

des variables; mais je ne m'arrêterai pas à la démonstration. 
Revenons au dernier groupe de formes équivalentes auquel nous 

venons de parvenir, il pourra être subdivisé de nouveau, d’après la 





(1) Il est clair, d’après les opérations indiquées, qu'il s’agit seulement ici de 
formes définies. EP. 
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grandeur des déterminants 


Ajj = ia; ARE, 


en réunissant ensemble : 


1° Toutes les formes où A, , sera le plus petit possible ; 

2° Parmi ces dernières, toutes celles où À,,: est également un 
minimum ; 

3° Parmi les précédentes, celles où A, : est encore un minimum : 
et ainsi de suite, de telle sorte qu'après avoir épuisé la série 


Âjo; Aus; , Ain. 
on passe à la suivante 

LME Ve AAC 
puis à celle-ci 

DEN NT A3 


et l’on continuera jusqu’à ce qu’on soit arrivé, en dernière ana- 
lyse, à une ou à plusieurs formes offrant des valeurs numériques 
égales, pour toutes les quantités A; ;. 


Mais 1l est évident qu'alors les valeurs absolues des coefficients 
&i,j Sont pareillement les mêmes. Or la forme unique qu'il faudra 
définitivement choisir pour réduire s’obtiendra par la considéra- 
tion des déterminants ternaires 


A = HE EE D 7YR : ANT A5 2 
Aix = Ai à &j j dk x en 2@i j di k dj k = Ai à dj k ns dj j die = AREQE Fr 


en opérant comme on a fait précédemment avec les fonctions AU 
Les formes réunies en dernier lieu, offrant les mêmes valeurs des 
diverses expressions À; ; x, deviendront identiques ('), en rendant 
positifs par exemple, comme cela est toujours possible, tous les 
coefficients @ 5. 

Réduire une forme donnée f, ce sera donc chercher la transfor- 
mation de cette forme en la réduite équivalente telle qu’elle vient 
d’être définie. Cette réduite, comme vous le voyez, Monsieur, n’est 
pas celle à laquelle conduit la méthode que J'ai eu l’honneur de 
vous soumettre dans ma dernière Lettre. Il y aura donc lieu d’es- 








(!) Si certains des coefficients di: = 2,3, ...,n) étaient nuls, on n'’obtien- 
drait pas nécessairement ainsi l'identité des deux formes, mais il est facile de 
combler cette lacune de manière à avoir toujours une réduite unique. E. P. 


ro 
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pérer une nouvelle substitution, mais jusqu'ici je n’ai vu d’autre 
moyen à employer que celui qui est indiqué par l'analyse précé- 
dente. et qui consiste à former la série entière des formes aux plus 
petits coefficients des carrés. Seulement, il est facile de démontrer 
que leur nombre a une limite indépendante du déterminant et 
qui est fonction uniquement du nombre des indéterminées. 

Dans le cas des formes ternaires, les réduites jouissent d’une pro- 
priété qui mérite peut-être d’être remarquée, car elle ne me pa- 
rait pas s'étendre aux formes contenant un plus grand nombre 
de variables. Elle consiste en ce que toute forme ternaire ré- 
duite o(x, y,3) prend une valeur moindre, en diminuant celle 
des variables dont la valeur absolue est plus grande. 

Soit 

o—=ar + ay? + a"z? +obyz +o2b'rz + 2b"xy. 

En supposant quelconques les signes des coefficients b, b!, b', on 
peut admettre que les indéterminées sont positives. Or, en suppo- 
sant æ2y,x > z,on prouve aisément la proposition énoncée (!), 
dans chacun des quatre cas qu'offrent les signes de b' et b", au 
moyen des équations identiques 





pr 17,3) —9(x, 7,3) 
= —92(%—1)(a+b'+b)+<ob"(x—y—13)+20'(x—z—-1)—a 
= —92(x—1)(a+b')—02b"y+2b(r—3—1)—-a 
= —2%(%—1)(a+b")+20"(x—y—1)—020'3— a 


= —92(% —1)a—2b"y —2b'z— a, 
les quatre expressions précédentes correspondant aux quatre cas 


Di —— ++, 
Di — + — +. 


Je reviens maintenant à la recherche de toutes les représenta- 
tions distinctes des divers minima de la forme quadratique 


= [y(u)], [o(u) ar 
| ‘# | + [FT +... + TV 


ES RS 6 0 jap) 
2 2 
K? K> 2, 


E(Bnr) O(Y»') 








(:) Il peut y avoir un cas d’exception, auquel ne s'applique pas d’ailleurs la 
démonstration de M. Hermite; c’est celui dans lequel les trois variables ont leurs 
valeurs absolues égales à l’unité, HAP: 
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correspondant à tous les systèmes possibles de valeurs de A,, 
PNR, 
Dans cette forme, les quantités © (4) sont les valeurs d’une expres- 


sion telle que 
Lo+AatTi+ Lo +...+an-lr s, 


en supposant #, l’une quelconque des racines de l'équation, 
= 


dont le degré 7 + 2n' est toujours désigné par mn. Cela posé, soit 
pour un système déterminé de valeurs des quantités À et K, 


To = Po FM... + Am—-1N m—1s 
Ti = DoYo + biyi HAE bn1Y m1: 
Tyn—1 —= LoYo Ge li yi +. + ln WATT 
la substitution propre à réduire ®. En posant, pour abréger, 


(ah:= à + ab; dc; LE Pare 


d(x) TOUL + J1(%)1 + s56 cu lu te ete es + Vin=1 (2 )m=1) 


la transformée réduite sera 


p Yu) : Ya) 5 (an) - 
ND — LEE 
| A; | ‘| A Lin A » 


L(S:)V(y1) , (B2) U(Y2) | (Br) UV) 
2 = eg 0 
K; 











Mais on peut l'écrire d’une autre manière. 
Soit y, celle des indéterminées dont le carré a le plus petit 
coefficient, et posons 


N = (@)0(%2)o-. (4x )o(B1 )o CY1 Jo: . « (Ba )o (Ye: Jo» 


‘ , N 

il est clair que, à désignant l’une quelconque des racines, Tan Sera 
0 

un polynome à coefficients entiers en z, et qu'il en sera de même de 


N $ 
(ao (x); 


que Je désignera par d;(a4). Or, de la valeur-limite du produit des 


coefficients des carrés des indéterminées dans toute forme réduite, 
telle qu’elle a été indiquée plus haut, on déduit facilement, que 


éd 
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tous ces polynomes Y;(x) ont pour coefficients des nombres en- 
tiers ayant aussi des limites finies. Il en est de même d’ailleurs 
de N, comme on l’a vu précédemment d’une manière spéciale. 
Donc, transformant ainsi les fonctions 4 (x), savoir : 


(a) 
(x) = Ne [0 N + V1 Vi(a) + Ya%a(a) FFT + Y m1 Ÿm—1 (2) ]; 





el posant 


LC) =JoN + yihia) + yoba(a) +4. + pont mia), 


(æ:)o à. #4 su (Bio (Yi) se L 
NA; A} N'K?  K? 





l'expression de Ÿ devient 


a pee OO rOIEE AADPARC TES …. 


! AUS [19 
A, AS A Ke 





et c’est là le type analytique (') auquel je voulais arriver pour y 
rapporter toute forme réduite. Le nombre de ces types, comme on 
le voit d’après le caractère des fonctions :/(2), est essentuellement 
fini, et c’est là un résultat qui ouvre la voie à un nouvel ordre de 
recherches destinées, si je ne m’abuse étrangement, à jeter un 
grand jour sur la nature si inconnue des irrationnelles algé- 
briques. 

Et d’abord, on en déduit immédiatement une démonstration 
directe de la possibilité de l’équation que Je me suis proposé 
de résoudre, savoir 

Norme w(a) —1. 
‘En effet, on a pour cela le théorème : Que lorsqu'une substi- 


tution 
Lou Po) ot PiVi tes Drn-1Vm—-11 


Ti = I0Vo + 1ViT... + Jm—-1Ym—i1: 


Tin-1 — S0 Jo rt SLIDE Fam Syn—1 V1) 


correspondant à un système différent de valeurs de À,, ÀA;, ..…, 
K,, K>, .…, conduit au méme type réduit W, le nombre entier 





(:) D'après M. Hermite deux de ces types sont les mêmes lorsqu'ils ne diffèrent 
entre eux que par rapport aux quantités A’ et K”. JACOBI. 
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complexe représenté par le déterminant des quantités 


(NT) NME re 
go gs de eo ET Mier1s 
ro ri l'm—1; 
en raie Re DUR à ; 
S0 Si Sn—1; 


aura pour norme l'unité. 

J'ai trouvé aussi : qu’il suffisait d'obtenir le système des 
substitutions propres à réduire la forme ® dans un intervalle 
Jini des quantités À et K, les substitutions correspondant à 
toutes les autres valeurs de ces mêmes quantités se dédut- 
sant de celles-là. 


De là on déduit que toutes les solutions de l’équation 
Norme o(a)=1 
peuvent s’obtenir par un nombre limité d’entre elles, convena- 
. blement choisies, mais d’autres considérations mènent à la même 


conséquence. Je vais les indiquer en restant dans le cas particulier 
qui me les a fait découvrir. 


Désignons par x la racine réelle, et par 8 et y les deux racines 
imaginaires de l’équation du troisième degré à coefficients entiers 


zi+ Az?+ Br+CG—=o. 
Soient aussi © et 4 deux unités complexes de la forme 
TrAVErARZ, 


je dis que de ces deux unités en résulte une troisième dontelles 
sont l’une et l’autre des puissances entières. 


Posons, en effet, 
D — pi ur, Y — oo (0, 


m, A, Mo, A étant quatre nombres entiers tels que 


mn, — nm, == I, 
on aura réciproquement 


o — x ÿ-n, d — Wrdp-m, 
De deux choses l’une : ou l’on pourra faire par exemple ® = 1, et 


le théorème est démontré : ou bien au moins D = 4", e étant 
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moindre que l’unité et » pouvant prendre une infinité de valeurs 
différentes. Or, ayant toujours norme ®—1, on conclurait qu’il 
existe une infinité de solutions de cette équation dans lesquelles la 
valeur de l’unité complexe réelle et celle du module analytique 
des deux unités conjuguées imaginaires seraient aussi voisines du 
nombre 1 qu'on le voudrait, ce qui est absurde. 

Une méthode toute semblable m'a conduit à démontrer que, 
dans le cas des trois racines réelles, toutes les unités sont les 
produits des puissances de deux d’entre elles qui ne sont pas ré- 
ductbles lune et l’autre aux puissances entières d’une troisième, 
et 11 ne me paraît pas difficile d'étendre les mêmes considérations 
au cas le plus général. 





Quatrième Lettre. 


La dernière Lettre que j'ai eu l’honneur de vous écrire était à 
peine partie que J'ai eu communication, par M. Liouviile, d’une 
Note tirée des Comptes rendus de votre Académie, et dans laquelle 
vous traitez de la réduction des formes quadratiques, à coefficients 
entiers, sous un point de vue qui ne se serait Jamais présenté à mon 
esprit et qui m'a vivement intéressé. Le résultat plein d'élégance 
auquel vous arrivez par une méthode si simple m’a fait rechercher 
si, dans ce nouveau type de formes réduites, il y avait encore pos- 
sibilité d'obtenir des limitations des coefficients, fonctions seu- 
lement du déterminant. 

En particulier, j’ai considéré les formes définies ternaires 


f=ax + a'y?+ a"z?+2byz + 2b0'x3 + 2b'xy, 


dans lesquelles, d’après le principe de votre méthode, il faut faire 
par exemple 


b b' | 
M DAT en e dO 1 


w désignant le plus grand commun diviseur de b et b', déterminé 


par l’équation 
w = bB'+ b'8. 
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On obtient ainsi la transformée 
AE + Nr? + a"3? + 2BEn +2wnz, 


où l’un des rectangles des indéterminées a disparu. 

Cela posé, st les coefficients de la forme proposée sont li- 
mités, au moyen du déterminant D, il en sera de méme des 
coefficients de la transformée. En paruculier, À peut s’écrire 


A _ (ab? + a'b'?— »26b'b") = = (aa'a"— ab"? — D), 
)- (us 





donc 
Œ& & 
EX = 
Qu) - 
Or on peut ensuite supposer 
20 AN, 


en déterminant convenablement 6 et 6’ dans l'équation 
w = bR'+ Bb" 


ou, ce qui est au fond la même chose, en changeant dans la trans- 
formée £ en £ + mn. Quant à la limite du dernier coefficient Y/, 
elle se tire de l'équation 


AN — L2 — aa'— b"2. 


En revenant aux premières considérations qui m’avaient fait en- 
trevoir, 1l y a longtemps, l'importance de la recherche du minimum 
des formes à un nombre quelconque de variables, j'ai été conduit 
à présenter de la manière suivante les idées que vous avez le pre- 
mier émises sur l'impossibilité de certaines fonctions périodiques. 

Soient, pour les fonctions d’une seule variable, 


a b Ya, 0 Pal}, a" hiYeen 


trois indices quelconques de périodicité, je considère la forme dé- 
finie ternaire 


7 2 
f=(ax +a'y +a"s} +(bx+b'y +03) Fe 


=) 
A2 
dont le déterminant 
De [— Æ) 
VAN 
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S1 ab! — ba! n’est pas nul, et que les deux équations 

ax+ay +a"z—=o, bx + b'y+b'z=0 
ne puissent être vérifiées pour des valeurs entières de æ, y et z, la 
foncuon sera impossible. Car pouvant faire, pour toute valeur de A, 

STAR) 
CLP /OTLIONt, 
(ar Payed 3} (br +by+b'z <VaD, 

on déduirait des indices proposés une période dont le module 


serait infiniment peut. Mais cette conclusion n’a plus lieu si 
ab'— ba’ — 0. Alors je considère la forme binaire 


9 





f=(ax+a y} +(bx + by} + _ ) 


dont le déterminant, dans l’hypothèse admise, se trouve être 


Or il est maintenant facile de prouver que lorsque ab'— ba'—o 
l’on ne peut même admettre les deux périodes 


D ONU EN CO dt OV 1, 
si on les suppose irréductibles, c’est-à-dire si les équations 
PP ) 
ax + ay = 0, bx+b'y =0o 


ne peuvent avoir lieu en nombres entiers. On peut faire, en effet, 


f<y/4n, 


ar + dy} + (br +077 <(/4 LR 


pour toute valeur de A, 


et, a fortiort, 


ce qui conduit de nouveau à une période infiniment petite. 

Les fonctions de plusieurs variables à périodes coexistantes que 
vous avez introduites le premier dans l’analyse, peuvent être trai- 
tées par les mêmes principes. 
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Soient 
ai + bi == 1, CE di NAN 1... , KHAN 


n indices simultanés de périodicité correspondant, respective- 
ment, aux variables 
T, Ni pos U, 


dans une fonction telle que f(x, y,..., u), je dis que si le nombre 
de ces groupes d'indices, supposés trréductibles, surpasse 2n, 
la fonction proposée sera impossible, dans ce sens qu’on sera 
forcé d'admettre un groupe d'indices simultanés infiniment 
petits. | 
Faisons, pour abréger, 
À = Adi + A2Ta +... + Qon+1Ton+1) 


DB — bi + bots +...+ Oonys Ton+1, 


BR = Kits + Koa +...+ Kon+iTon+1; 


£ = liti + lo Ga +...+ lonv1Ten+1, 
le déterminant D de la forme 


x? 
f= RER ESRACAIESSS 


sera, comme on le trouve aisément, 


&; b; NE pe K:; l 2 
I 5 Œ: Fe BE K: L 
DE re NE 


Œaon Don v…. Kan lon 


et la conséquence que je voulais obtenir découle, comme précé- 


f<(s) 4/»; 


à laquelle on peut toujours satisfaire quelque grand que soit A. 


demment, de la relation 


S1 l’on suppose que le déterminant qui entre dans l’expression 
de D s'évanouisse, la démonstration n’est plus applicable, mais la 
proposition n'en a pas moins lieu, et l’on obtient ainsi le premier 
terme d'une série de nouveaux cas d’impossibilité dont voici les 
conditions analytiques. 


L 
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Soit, pour abréger, 
Ai = AL + Gl2 +... + Conti Ton+1—i 


D; — dits + bite +...+ bons Toni; 


Bi; = ka di + Kota +... + Konti=iTanti-i, 


Li liti+ lime +...+ lonsi-itent-i, 
et soit D; le déterminant de la forme 


€. Le Ya 
PEER, Deer er Er Re 
Si l’on suppose D;_, nul, on trouve que AD; s’obuent en faisant 
la somme des carrés de tous les déterminants que fournit le sys- 
tème 


di; bi, PH ki, li, 
@, D, Rennes lo, 

. SOENÉ D LRO SOU 
Aan—is Dani; .….) Kon—i, lon—i 


en employant, d'une manière quelconque, 2n — x lignes verti- 
cales. Or, toute fonction périodique de n variables sera impossible 
lorsque, ayant 2n — t groupes de périodes simultanées 1rréduc- 
übles, savoir : 

ere — rent 

au + buv—1, Cu + dy V—1, 1 Ky, + Ven te 

le déterminant D; de la forme /;, composé avec ces indices, s’an- 
nulera. En effet, on arrivera à un système de périodes simultanées 
infiniment petites, en considérant dans la série des formes 


Fete Tire) ….) Îan—1, 


la première de celles dont le déterminant ne s’évanouit point. La 
dernière d’ailleurs est dans ce cas, car on trouve aisément 


I . a 
| 8 er — A2 (a; + bi +...+ ki + [?). 


L'analyse que je viens d'employer s'applique à une question 
bien différente, à la théorie des unités complexes les plus géné- 
rales, et donne ce théorème : 


Soit m le nombre des racines réelles et des couples de ra- 
cunes imaginaires d’une équation irréductible à coeflicients 
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entiers et dont le premier coefficient est l’unité, st l’on a m! 


unités complexes quelconques, formées avec les racines de cette 
équation, elles peuvent toujours s'exprimer par les produits 
des puissances entières, positives ou négatives, de m'—1 autres 
convenablement choisies (). / 


Nommons 
LE X», ME LE) An 


les racines réelles de l’équation proposée, et 
G:, Ÿ1: Bo, V25 +….; B», Ye 
les divers couples de ses racines imaginaires. Soit encore 
pa) = a; +ab; tac; Hi parmn, 
une unité complexe quelconque, et 


logo?(x) = (a), 
logpi(B) pv) = CB, vhs 
F(a)= æitah + æofdha +... + Tm(a)mr, 
F(B, y) = 218, Yi + da(B, Ya +... + æm (8; Ye; 


je dis qu'il est toujours possible de déterminer, pour æ,, æo, ..., 
Zm', un système de valeurs entières, positives ou négatives, telles 
qu'on ait 
22 2T 2X n° 

(1) F(æ)=o ou ®/'(x)9, *(a)...p,,7 (a) =". 
Cette condition d’ailleurs aura nécessairement lieu à la fois pour 
toutes les racines, réelles ou imaginaires, puisqu'elles appar- 
üennent, par hypothèse, à une équation irréductible. 

Supposons, en effet, l'équation (1) impossible, et voyons quelles 
conséquences vont s’ensuivre. 


(1) Le théorème complet, savoir : Qu'il y a effectivement, dans tous les cas, 
m'— 1 unités complexes indépendantes par les produits des puissances des- 
quelles on peul représenter toutes les autres, est un des plus importants, mais 
aussi un des plus épineux de la Science des nombres. La démonstration rigou- 
reuse de ce théorème a été donnée par M. Lejeune-Dirichlet dans les Comptes 
rendus mensuels de l’Académie de Berlin du 30 mars 1846. Voir aussi ceux 
d'octobre 184r et d’avril 1842, et une Lettre du même auteur à M. Liouville. 
(Journal de Mathématiques, t. V; 1840.) JACOBI. 
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Ÿ 
En premier lieu, deux systèmes distincts de valeurs entières des 
indéterminées, æ1, Æ2, -.., Æm', ne donneront jamais la même va- 
leur de F(x). Car, ayant, par exemple, 


æ1(x): 4 Ta(a )2 Eee: Lm'(X)m' SUR A À + Va(ax )2 es + Ym'(x }pn! 5 
on en déduirait 


(æi—Y1)(a)h +(Ta—Yo) (a )2 +. a x (Tim — Ym')(X)m! 00; 


c’est-à-dire une solution de l’équation (1), ce qui est contre l’hy- 
pothèse admise. 
Cela posé, je considère la forme quadratique 


dE F?($1, Y1) SE F2 (62; 2) PR D — F?2(Bn, n') 





2 ! 
FAC) F2(22) +. F?{an 1) + A à 
dont le déterminant est 
(ia ( 1 )2 .. (a }m'—1 2 

(a) (az )2 Ts (%2 )m'1 

I ï (@n—1 )1 (@n—1 )a .…. (An—1 )m'—1 
D = — dét. 

A? (B13 Yi )1 (Bas Y1)2 . (B13 Y1)m/—1 


(B2, Y2h1 (B2, V2 )2 ….. (Bo, Y2 }m/1 
(Bn' Yn')1 (Ba Yn' )2 .. ( Br; Yn')m'—1 


et je Le supposerai d’abord différent de zéro. 
Dans ce cas, si je cherche les minima de la forme F, pour des 
valeurs indéfiniment croissantes de A, il est clair qu’en posant 


F(a) — log D?(4) 
el, par suite, 
F(B, y) = log ($) (y), 


j'obtiendrai une infinité d'unités complexes, ®(ax), toutes diffé- 
rentes, d’après la remarque précédemment faite, et dont les valeurs 
absolues réelles, ainsi que les modules des valeurs imaginaires, 
seront aussi voisins de l’unité qu'on voudra. Or on aurait de la 
sorte m/ fonctions linéaires et homogènes, à m/ indéterminées en- 


tières, qui seraient susceptibles de prendre une infinité de valeurs 
H. — I. II 
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numériques inégales et comprises dans un intervalle limité, ce qui 


est absurde. 
Lorsque le déterminant D sera différent de zéro, on peut donc 


satisfaire par des nombres entiers à l'équation 
d1(2)1 + Tata +... + Tm(a)m = 0. 
Cela posé, je fais 


Vi(ah+ Fat) +... + Ym(a)m' = log Y(x), 
3 (ath1r Zoo +... + 3m(a)m = log Z(a), 


Pi (à 1 + Va (4 )2 +... + Om! (& )m' = log V(x), 


les nombres entiers y, z, ..., e étant pris de manière que le déter- 
minant relatif à ces équations linéaires et à la précédente soit l’u- 
nité. Il est clair qu’on pourra tirer de là les valeurs des mn! unités 
o(a), exprimées par les produits des puissances entières de Y(a), 
Z(2), ..., V(a), qui représentent d’autres unités complexes, au 
nombre seulement de m'— 1. 

Il me reste à examiner le cas où le déterminant de la forme F 
est supposé s’évanouir. Soit alors | 


Fi(a)= œi(ah + do(aha ++ mia )m=s 
FiCB, Y) = 218, Vi + d2(P, 1h ++ œmri($, Ven 


et soit D; le déterminant de la forme 


F; = F;(B4, Yatre F; (B», NCPbrmo te F (Bar) Yn') 
Li 


+ FF (a) + Fi (ao) ++ Fan) + HAS 


Si l’on suppose D; , nul, on trouve, tout à fait comme précédem- 
ment, que A?D; s'obtient en faisant la somme des carrés des di- 
vers déterminants que fournit le système 


(a): (to): . (tn—1)1 (Br Yi (Br, Ya 2 (Bn' Yn')1 
(1 )2 (to )a .….. (an—1)2 (Br, Y1)2 (B2 V2)2 … (Bar Yn')2 


d'olE eue FOSC in ee le; Bleu D "L'OMNI RENTE de 


en employant m'— 1 — # lignes verticales. Considérant donc dans 


la série des formes 
F;, F;, …., Bis 
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la première de celles dont le déterminant ne s’évanouit point [et 
la dernière est toujours dans ce cas (!)], on obtiendra absolument 
les mêmes résultats que ceux auxquels nous sommes parvenus tout 
à l’heure, puisque le déterminant D; devient d’une petitesse arbi- 
traire pour des valeurs suffisamment grandes de A. 

Je ne sais, Monsieur, si ces résultats et la méthode que j'ai em- 
ployée sont connus, et nommément s'ils se trouvent déjà dans les 
travaux de M. Kummer, que vous avez eu la bonté de m'indiquer. 
M. Liouville sans doute les publierait de suite dans son Journal, 
si nous pouvions trouver un traducteur, et ce serait pour moi en 
particulier un grand plaisir de prendre connaissance de ces re- 
cherches d’après ce que vous m’en avez écrit. L'introduction du 
nombre complexe, auquel M. Kummer donne le nom d’idéal, 
m'intéresserait surtout au plus haut degré. 


P. S. L'expression des unités complexes au moyen d’un nombre 
déterminé d’entre elles donne lieu à une remarque essentielle et 
que J'ai omise, lorsque les racines qui entrent dans leur composi- 
tion sont toutes imaginaires. L'analyse que j'ai employée conduit 
alors de nouveau à isoler celle de ces unités dont le module analy 
tique est wn, si toutefois 1l en existe. C’est au reste le même ré- 
sultat auquel je suis parvenu par une tout autre voie dans ma 
dernière Lettre. 


(!) Il faudrait excepter le cas où les unités complexes considérées auraient 
leurs modules analytiques égaux à l’unité. EP: 





SUR L'INTRODUCTION 


DES 


VARIABLES CONTINUES 


DANS LA THÉORIE DES NOMBRES. 


Journal de Crelle, tome 41. 


Amené depuis longtemps, par des recherches sur la théorie des 
fonctions elliptiques et abéliennes, à diverses questions d’Arithmé- 
tique transcendante, je viens offrir aux Lecteurs de ce Recueil 
quelques-uns des résultats auxquels je suis parvenu, et les prin- 
cipes de la méthode que j'ai suivie. Ces résultats sont relatifs sur- 
tout aux nombres complexes, considérés en général, ou plutôt à 
la théorie de certaines formes décomposables en facteurs linéaires 
et dont on verra plus bas la définition. Pour la méthode, son prin- 
cipal caractère consiste dans l'introduction, par un procédé gé- 
néral et très simple, de variables continues, qui font dépendre 
les questions relatives aux nombres entiers des principes analy- 
tiques les plus élémentaires. C’est là surtout ce que je me suis pro- 
posé de faire ressortir avec évidence, en revenant même sur une 
des théories exposées avec tant de profondeur et d'élégance dans 
les Disquisitiones arithmeticæ (la distribution en périodes des 
formes de déterminant posiuf), pour la présenter sous un nouveau 
point de vue. Quant aux questions nouvelles que j'ai essayé de 
traiter, je suis loin de les avoir approfondies autant que je l'aurais 
souhaité ; aussi je demande l’indulgence du Lecteur pour ce que 
mon travail aura d’incomplet, espérant par la suite y revenir et le 
perfectionner. 
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IL. 


On connaît toute l'importance du problème général, dont l’objet 
est de distinguer si deux formes sont équivalentes ou non, et de 
trouver dans le premier cas toutes les transformations de l’une 
dans l’autre. Je m’occuperai, sous ce point de vue, des formes 
quadratiques définies, à un nombre quelconque de variables, et 
des formes binaires de degré quelconque, pour présenter d’une 
manière nouvelle ce que j'ai déjà dit dans le Journal de Crelle, 
tome 46. J’essayerai ensuite de fonder la théorie des nombres 
complexes, sur l’étude d’une série particulière de formes, que je 
définis de la manière suivante : 


Soient 
f(u)=urt+Aur-l+<Bur2+...+Ku+L=o 


une équation irréductible à coefficients entiers, et 
OU) = muni p;unr? +... me TiUu+S; 

une fonction entière de w, à coefficients entiers : l'expression 
Norme [Xoi(u)+ Yœ(u)+...+Vo,(u)] 


sera évidemment une fonction homogène et à coefficients entiers 
des n variables, X, Ÿ,..., V. Je nomme encore A le déterminant 
du système 


Mt, Pi AO STE | 
Ma  P2 NON CNT ES 
Mn Pr Treo Sn 


Cela étant, j’assimilerai à l’ensemble des formes quadratiques 
de même déterminant toutes les expressions 


D — . Norme [Xm(u)+Yo(u)+...+ Von(u)], 


dont les coefficients se réduiront à des nombres entiers. Ainsi 1l 
faut concevoir que la fonction f(u) ne changeant point, on at- 
tribue à A la série indéfinie des valeurs entières, puis qu’on prenne, 
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pour chaque valeur de A, tous les systèmes de nombres entiers m, 
P,-.., 8, qui donnent à la norme le facteur A. Distribuer en classes 
disunctes toutes les expressions D, obtenues de la sorte, sera la 
question fondamentale d’une théorie analogue à celle des formes 
quadratiques binaires à facteurs réels, et qui indique sous quel 
point de vue j'envisage l'étude des nombres complexes. 

La définition précédente peut être simplifiée en observant que 
toute forme ® a une équivalente, dans laquelle le système 


Mi Pi: … 4100101 
Ma Po he To S9 

; 
In Pre RTE TES 


dont le déterminant a pour valeur À, est remplacé par le suivant : 


0 LP EUR RE 
0 Ô1 h l' 
© AD Co Ni 
0 0 ORAN 





Les nombres entiers, désignés par les lettres g, , ..., L, sont 
positifs et vérifient toutes les conditions 


Pet O1; h < 0, sHoRS LR RE 
nie d2, MEN le CES 


et l’on a toujours 
DO 0e 071 AV 


Ainsi, pour chaque valeur de A, on voit qu'il n'existe jamais qu'un 
nombre fini d'expressions D, distinctes. Mais je m’occuperai tout 
d’abord des formes binaires qui offrent, dans des circonstances 
analytiques plus simples, l’application des mêmes principes. 


II. 


La théorie connue de la réduction des formes quadratiques de 
S 

déterminant négatif, étant le point de départ des recherches que 

Je vais exposer, je le résumerai en peu de mots. 
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1° Toute forme 
J=ax?+2bxy + cy?, 


de déterminant négatif 


a une équivalente 
| HART 3 EXY LOVE, 


où le coefficient moyen 2B est, en valeur absolue, inférieur à A 
et C. Considérons en effet, l’ensemble des transformées déduites 
de f par la substitution 

æ = MX + m4 Y, 

MTL X IE ET, 


m, AN, Mo, PQ Élant des entiers tels que 
Mo — Mont = 1; 


puis réunissons dans un même groupe toutes celles où le coeffi- 
cient de X? est Le plus petit possible, et choisissons dans ce groupe 
la forme où le coefficient de Ÿ? est lui-même un minimum : cette 
transformée remplira les conditions énoncées. 

Pour le prouver, il suffit de faire voir qu’on ne peut supposer 
+ 2B > À, puisque À est évidemment le minimum absolu de /, 
pour des valeurs entières des indéterminées, et ne peut surpasser C; 


or on en conclurait 
A2B+C<C, 


et la substitution 
MUERES CT OUR RER 
changerait F en 


EN A DVI C- SX VLC Y/2 
—AX2+0(+B— A)XY + (A—2B-—+C)Y?, 


transformée équivalente, où un coefficient moindre pour Y? est as- 
socié avec le même coefficient de X?. 

Les formes obtenues par la méthode qui vient d’être indiquée 
se nomment formes réduites, et il est évident que, pour une 
classe donnée, on a au plus deux réduites, qui ne diffèrent que 
par le signe du coefficient moyen. 


2° Les conditions 
+oB£<A, +iB<C 
donnent 
APS AG, 
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d’où l’on tire, à cause de D — AC — B?, les limitations suivantes : 
Bi 3D A ACER D, 


On en déduit immédiatement que les formes à coefficients enters 
de même déterminant peuvent être distribuées en un nombre li- 
mité de classes, puisqu'elles ne donnent qu’un nombre limité de 
réduites distinctes. 


3° Les conditions 
2 DEA ao A 2272 


sont complètement caractéristiques des formes réduites. En effet, 


supposons, pour fixer les idées, B positif et prenons 
F(x,y)=Ax—2Bzxzy + Cry, 


les équations identiques 


F(r—-1,7)=F(z, 7) Ar) 2 BE 
F(æ,y—1) =F(x,7) Gr) (GC 2 BE 


montrent qu'on diminue la valeur numérique de la forme en dimi- 
nuant d’une unité celle des deux indéterminées dont la valeur ab- 
solue est la plus grande. On conclut de là que A et C sont les deux 
premiers minima de F, pour des valeurs entières des indétermi- 
nées; le troisième minimum est À — 2B + C. Cette démonstra- 
uon de la proposition énoncée est due à Legendre; je me suis 
servi de la propriété importante des formes réduites sur laquelle 
elle se fonde, dans ma recherche du minimum d’une forme ter- 
naire définie, pour des valeurs entières des indéterminées, dont 
l’une est supposée égale à l’unité. 


LV. 


Comme première application des résultats précédents, considé- 
rons la forme suivante : 
21 


f=(x— ay} + 


dans laquelle & et À sont des quantités réelles quelconques; soient 


F = AX?+ 2BXY + CY? 
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sa réduite et 
æ=mX+moY, 
Y= nX+ mYŸ 


la substitution propre à l’obtenir. La condition AC < + D donne, 
pour le coefficient minimum À, la limite V/4D ; on a d’ailleurs 


l 2 


n 
ha A=(m— an) + 


D Sr 
A? 


donc : Pour une valeur donnée de À, on peut toujours déter-- 
miner deux entiers met n, tels qu'on ait 


+ n° I # 
RER MATE, al à 


Or de là se tirent plusieurs conséquences : 


19 


nm 


1° Le produit des deux facteurs (m — an)? et étant toujours 


inférieur à son maximum, savoir : 


I HAE 
2 [Om any + a | » 


A2 
on aura @ fortiori 


ou 


m — an < 





ny3 
On a d’ailleurs à la fois 


NE. ñ Li 4 ; 4. 
(m— an) </à E <rt/: ou nm <s4/4: 


donc, on peut approcher indéfiniment d’une quantité quelconque a 


. nm m . . 
par des fractions = de telle sorte que l'erreur — — & Soit LouJours 





. I 
moindre que _. 
n? 3 


2° Les deux entiers m et 7 donnant, pour une certaine valeur 
de À, le minimum de f, on ne saurait avoir deux autres nombres 
entiers m', n', tels que n! soit Lnet(m— an) <(m—an); 
donc, m — an représente un minimum absolu de la fonction li- 
néaire æ — ay, relativement à toute valeur entière de x et à des 


. \ . m 
valeurs entières de ÿ qui ne surpassent pas 7. Donc encore — ap- 
c nm 


170 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 


proche plus de a que toute autre fraction de dénominateur moindre, 
car l'hypothèse n/ << n entraînant (m'— an')? > (m — an) on en 
déduit immédiatement 


3° Laissant de côté la recherche complète de tous les minima 
f z RATS ; NL 
de la fonction — — &, ces minima étant relatifs à des valeurs en- 


tières de æ et à des valeurs entières de y, inférieures à une limite 
donnée qu’on fait grandir indéfiniment : je considère deux mi- 
nima consécutifs de /, auxquels correspondent deux systèmes dis- 
uncts 2077, M IDUL ET EE 

On devra concevoir deux valeurs infiniment voisines de A, aux- 
quelles appartiennent successivement les deux systèmes, de sorte 
qu’en désignant par à une quantité infiniment petite, on ait 


: re I Â 
(m — an) + A5 al + 
I 


n'? 


# 
là 1\9 4 
PILES OTCD) ER EE à ES 
ar <rnVé 
en mettant la seconde inégalité sous la forme 


12 À 
; n ? I Â 
(m'— an)? + eve + €, 


e étant encore infiniment petit, et multipliant membre à membre, 
il viendra 





LA 


| nn' |? mn'— nm \? 4 £ n 
nmn—an)(m-an. — —— — ee 
[on an + RE (PE 5 A 





On en conclut, en négligeant e vis-à-vis des quantités finies, 


(mn'— nm} < 3? 
et, par suite, 
mn — nm = ET. 


Cette relation prouve, entre autres choses, qu’étant données trois 


! [/4 


£ . 3 : mm m à : 
ractions Conséculives, —, => 7» On aura cette loi de formation : 


NE = UIN ENT RRR EN, 
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k étant entier. On peut toujours, en effet, supposer deux incon- 
nues, #, l, définies par les deux équations 


m' = km'+ lm, n'—= kn'+ In, 


lesquelles donnent 
PESIT LIN 


= ———— — = EI, 


ME" TL h 


le numérateur ayant, aussi bien que le dénominateur, l'unité pour 
valeur absolue. 


ù" 


Ce qu’on vient de voir, sur l’approximation des quantités par 
des fractions rationnelles, était connu par la théorie des fractions 
continues; en faisant dépendre ces résultats de la seule notion de 
formes réduites de déterminant négatif, j'ai eu pour but de donner 
un premier exemple de l’emploi d’une variable continue dans une 
question relative aux nombres entiers, et aussi de faire voir com- 
ment cette longue chaîne de vérités, propres à l’Arithmétique 
transcendante, se lie dans l’origine aux éléments de l’Algèbre. La 
recherche complète des conditions d'équivalence de deux formes 
de déterminant négatif se présenterait, maintenant, comme consé- 
quence des résultats qui viennent d’être obtenus, mais Je ne sau- 
rais pour cela que reproduire l’Ouvrage même de M. Gauss. Lais- 
sant donc de côté les propositions importantes qui se rapportent à 
l’équivalence propre et impropre, aux formes ambiguës, J'arrive 
à la théorie des fonctions homogènes, telles que 


(x, Y) — GAY AL ae di BIT +... + An HV De An V". 


1° Désignons par x + ay les facteurs linéaires réels, et par 
æ + By, x +yy les facteurs imaginaires conjugués de la forme 
proposée, de telle sorte qu’on ait 


J(æ&, Y)= dr + uY)(T+ ay)... 


Copain) Bin) (ein). Cry er) 
et 
U+2v=n,; 


composons ensuite, avec ces facteurs et avec des quantités réelles, 
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Li, do, .., Uy, Us, .., la forme quadratique définie 


ox, y)=ti(r+my} + (x + ay) +...+ ti (æ +ayy) 
+oui(r+8Biy)(r+yiy) +... .+oui(z + B,y)(x +yy). 


Cela étant, on concevra qu’on calcule la suite indéfinie des sub- 
stitutions propres à réduire w, lorsque les variables £ et w passent 
par tous les états possibles de grandeur. Chacune de ces substi- 
tutions, faite dans f, donnera une certaine transformée; nous dé- 
signerons leur ensemble par le symbole (f). Or une première 
observation consistera en ceci : 


J et F étant équivalentes, (f) et (F) seront composés des 
mêmes formes. 


Pour le démontrer, soit 
DIR ILA ENTIG US JY=nX+mY 


la substitution qui change f en 


F = AoX+ A X2IY +,.,+A,  XY-1+ A,Yn, 
posons 
Mo + AN 


AE b== 


Mo + 70 Mo + Y 
PRÉ ERA C'—= . 
m+an m+f$6n m+yn 


MEET. 
on aura 


F = A5(X + ai Y)...(X + au VOX DINIREE CES 
(X+b,Y)(X+c,Y), 


et la forme quadratique ® composée avec F, comme v avec /, sera 


P=TI(X+aY)}+...+ TE(X +ayY)? 
+oU(X+bY)(X+uY)+...+aUi(X + b NO E 


Cela posé, si l’une des formes de (f) a été obtenue en faisant dans f 
la substitution propre à réduire ©, lorsqu'on y suppose, en général, 


= «+, Us; 


je dis que la même forme se trouvera dans (F) et aura été obtenue 
en réduisant ® dans l'hypothèse 


T2=r2(m+an), U?=v(m+f$n)(m+yn). 


Soient, pour abréger, P la substitution qui transforme f en F 
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et Q la substitution propre à réduire w; on vérifiera d’abord im- 
médiatement que, par la substitution P, © devient ® : donc, réci- 
proquement, par la substitution inverse PT, & devient o, de telle 
sorte enfin que v et ® se changent en une seule et même forme ré- 
duite par les substitutions Q et PQ. 

Maintenant ces deux substitutions, faites respectivement dans f 
et F, donnent une même forme, la substitution inverse P-! rame- 
nant tout d’abord F à f. 

Il est ainsi prouvé que toutes les formes de (f) sont dans (F); 
la réciproque est évidente, car on peut raisonner de F à f abso- 
lument comme on l’a fait de f à F; (f) et (F) sont donc iden- 
tiques. 


2° C’est parmi les formes dont l’ensemble a été désigné par (f) 
que nous choisirons une réduite pour représenter la classe entière 
à laquelle appartient f ; dans ce but, nous allons établir quelques 
résultats préliminaires. 

_Soit, pour un système déterminé de valeurs de # et w, 


æ=mX+m)Y, Y=nX+nmY 


a! 


la substitution propre à réduire vw; en conservant les notations 
précédentes la transformée réduite ® sera 


D=TI(X+aY} +...+ TÉ(X + ag Y}? 
+oU(X+bY)(X+cY)+...+aU3(X+b,Y)(X+cY), 
les quantités T et U ayant pour valeurs 
T2 = #2(m + an )?, U?=uw(m+fn)(m+yn). 

La transformée déduite de f, par la même substitution, sera éga- 
lement représentée par 
F=AoX2+AIX2-1Y +..,+ A, _.XYn-1+ A, YA 

= A(X + a YŸ)...(X +auY)(X+b; Y)(X+eY)...(X+b, Y)(X + c,Y). 

Soit encore, pour abréger, 


P—PX2+2QXY+RY?, 
de sorte que 
Ti+...+ Tu + 2Ui +...+ 2aUÿ —P, 
ai Ti +... .+aÿTi+o2biaUi+...+2b,cUS=R. 
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On pourra faire, en général, 
T = w ÿP, U=#®YyP, 
aT=evR, V(be)U=YVR; 


les quantités w, & d’une part, », Ÿ de l’autre, donnent les équa- 
tions correspondantes 


pite..+ of + 204i ETS Ne y 
Enfin, nous remplacerons l’équation unique 


VTopu m3 UVR, 


par les deux suivantes 
bU = 4 VR eù, cU=%yRe-à, 


À étant l’argument de l’imaginaire b. Cela posé, nous transforme- 
rons comme 1l suit l’expression en facteurs linéaires de F. Mulu- 
plions les facteurs réels X +aY par T, et chacun des facteurs 
imaginaires conjugués X +bY, X + cY par UÜ; on aura d'abord 


Ti To. Ty U?U2.. USE = A, (TX +2 TY)(UX Pb UN) (UXE PONS 


puis, en introduisant les quantités w, &, ©, Ÿ, et représentant, pour 


abréger, D, T..2. TUUS US. U par (EU?) 


F — To (0 VPX + VRY) (y PX +enyVRY)(oyPX+e-Ay y/RY)... 
Or telle est l’expression de F à laquelle nous voulions arriver; par 
une simple raison d’homogénéité on en déduit cette conséquence 
importante, Savoir : 


Le produit de deux coefficients de F, également éloignés 
des extrêmes, s'exprime de la manière suivante : 


1 
AZ(PR}* 
AjAn-i = NT UP t), 
la quantité désignée par (t) dépendant seulement de w, 5, ©, 
Yet À. 
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Qt 


On a, par exemple, 


1 
A2(PRy2" 
AoÂApn == Te Di... DyPr.. Du DT... DÉ ERUE 


3° Cette quantité (£), qui est évidemment réelle, a une valeur 
numérique essentiellement limitée, et dont le maximum s'obtient, 
quel que soit r, en annulant les arguments }, et, en faisant 


[0 


] 
d 
I 
© 
Il 
-& 
I 


on obtient ainsi la limite 


; D ont li LL Ve 
CE — À —————— —— |). 
n' RL 


Je pense pouvoir supprimer la démonstration, qu’on trouvera 
sans peine. | 


4° Il n’a point été introduit Jusqu'ici que la forme quadratique D 
fût réduite. Or cette condition donne, en représentant par D le 


déterminant PR — Q?, 
RES D: 


d’où l’on déduit la limitation 
1 n 


1 
| “ ND. 
Arai < (À) CG) TTTE : 


On est ainsi conduit à étudier avec attention l'expression 
P 
1 
_ AD?” 
Ee ne | 
ERLLE 





et, en premier lieu, à chercher comment elle dépend des variables 
t, u restées entièrement arbitraires. J’observe à cet effet qu'on a 


Ao=f(m,n)= am +an)...(m+aun)(m+f$fin)(m+yin)..… 


(m+f$yn)(m+y,n). 
On a posé d’ailleurs 


T?=#(m+anY, U=u(m+f$n)(m+yn), 
et l’on en déduit immédiatement que 


2 2 
Aÿ dj 
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En second lieu, le déterminant PR — Q? de ® peut être rem- 
placé par le déterminant de +, où n’entrent que les variables cetu; 


on à ainsi 





Telle est donc la fonction de £, w et des qualités propres seule- 
ment à la forme f, et qui sert à limiter les coefficients de toutes les 
formes contenues dans (f). 

° Il importe de bien voir comment cette fonction 8 est liée ana- 
lytiquement à la classe entière des formes équivalentes à f. À cet 
effet, considérons une transformée quelconque F, déduite de f par 
la subsutution 

NAN Ie VENTES TE 
_ La fonction 6, relative à F, s’obtiendra en remplaçant dans 4 les 
quantités 


respectivement par 


Mettons encore à la place des variables £ et w, de À, d’autres 
lettres T et U; cela fait, je dis que 4 et 6 coïncideront en prenant 


T?= 2(m+an), U?=u(m+an)(m+fBn). 
Effectivement, on trouvera comme tout à l’heure 


2 2 
AË di 


(TU> — (au) 








D'autre part, ainsi qu'on l’a établi précédemment, la forme qua- 
dratique ®, composée avec F, de même que v avec f, savoir: 


P=TI(X +aY} +...+ TX +ag Y}? + 2U7(X + bi Y)(X + Y) + 
ou bien, dans l'hypothèse admise, 
P—=ti(m+an)(X+aY}+...+ 4m + an) (X + ay Y} 
se déduira de © par la substitution 
æ=mÂ+moY, Y=nX + nm )Y; 


donc les déterminants de ces deux formes seront les mêmes; donc 
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le rapport établi entre les variables de O et celles de 6 rend ces 
deux fonctions identiques. y 
De là se tirent deux conséquences importantes. 


Premièrement : Les fonctions 8 et O, relatives à deux formes 
équivalentes f et F, prennent les mêmes valeurs lorsque les va- 
riables passent par tous les états de grandeur, et ont même mini- 
mum. Ce minimum sera pour nous la définition du déterminant de 
la forme binaire de degré quelconque. 


Secondement : Les formes quadratiques © et ®, déduites de 
deux formes différentes f et F, avec les valeurs de £ et uw d’une 
part, T et U de l’autre, qui donnent le minimum des fonctions 8 
et @, deviendront équivalentes en même temps que f et F. Ainsi, 
® se déduira de ©, par la même substitution que F de f. Pour rap- 
peler cette propriété, nous appellerons, dorénavant, la forme qua- 
dratique © la correspondante de f. 


NE 


Les considérations précédentes nous conduisent à nommer 
formes binaires de même déterminant l'ensemble des fonctions 
homogènes de même degré, pour lesquelles Ie minimum absolu de 
la fonction 6 aura une même valeur. Nous donnerons aussi le nom 
de réduites d’une forme f à la forme unique, ou aux formes de 
l’ensemble (f), qui correspondent à ce minimum de 4. Cela étant, 
on établira facilement ces propositions : 


1° Les formes équivalentes ont les mêmes réduites. 


Supposons que le minimum de la fonction 0, relative à f, s’ob- 


üenne pour les valeurs 
1 == Ts Le D 4 


le même minimum de la fonction 6, relative à une transformée 
équivalente F, déduite de /, en faisant 
æ=mX+mY, y=nX+nm)Y,. 
correspondra aux valeurs 
Tz=r(m+an),  U=v(m+fn)(m+yn). 


Or il a été démontré plus haut que les formes de (f) et (F) cor- 
H. — I. 12 
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respondantes à des valeurs de #, u, T, U, liées de cette mamière, 
étaient précisément les mêmes. 

Cette proposition fait dépendre l’équivalence de deux formes, 
de l'égalité absolue entre les réduites, ou les groupes de réduites 
qui leur correspondent. 

2° Les formes à coefficients entiers, de méme déterminant 6, 
se distribuent en un nombre fint de classes. 

Toutes ces formes ne donnent, en effet, qu’un nombre limité de 
réduites, car ces réduites étant représentées par 


FA Xe A XT IV EMA KV NE 


on a, pour toutes les valeurs du nombre entier &, de zéro à n, la 


limitation 





4 
ApA nr ( = 


VIL. 


Pour première application des principes qui viennent d’être 
exposés, nous considérons les formes quadratiques à facteurs réels. 
Alors la fonction 9, comme on le voit immédiatement, est indé- 
pendante des variables £,, & et se réduit à l'expression connue du 
déterminant. On a alors l'exemple unique dans les formes à deux 
indéterminées, mais qui se reproduira dans la suite de ces re- 
cherches, et un peu plus étendu, d’un nombre infini de réduites 
pour une forme donnée. Effectivement, les variables £,, & restant 
arbitraires, les réduites d’une forme f donnent l’ensemble désigné 
par le symbole (f), et il s’agit maintenant de les obtenir par la ré- 
duction continuelle de la forme définie +, lorsque les variables 
passent par tous les états de grandeur. Pour employer les notations 
habituelles, nous poserons 


J=ax+2bxy +cy = a(x+ay)(x +ay); 
on aura 


= a(a— a} = 4(b2— ac), 


. . Le 2 . 
et, en introduisant dans © le rapport (2) » qui y figure seul au 
RATE 


fond 
g=(x+ay} +À(x+ ay); 


VARIABLES CONTINUES. 179 


de sorte que l’ensemble (f) des réduites s’obtiendra en faisant 
dans f toutes les substitutions propres à réduire +, lorsque À varie 
d’une manière continue de zéro à l'infini. 

En restant dans le cas général, où Les coefficients de f sont des 
quantités quelconques, nous nous fonderons d’abord sur l’obser- 
vation suivante : 


1° Concevons qu'on attribue aux indéterminées de © tous les 
systèmes possibles de valeurs entières; soient considérés toutefois 
comme distincts deux systèmes, tels que x, y et — x, — y, et qu’on 
range par ordre croissant de grandeur les valeurs obtenues. 

On aura ainsi une suite qui dépendra de la valeur de à, et que 
nous désignerons par le symbole (À); en ayant soin, si plusieurs 
systèmes des indéterminées reproduisaient une même valeur de +, 
de les réunir pour les comprendre dans un même groupe. 

Cela étant, faisons croître À d’une manière continue de zéro à 
l'infini positif, et cherchons comment s’introduisent des change- 
ments dans l’ordre des termes de l’ensemble (À). J’observe à cet 
effet que tous ces termes sont des fonctions continues de À, de 
telle sorte qu’en passant d’une valeur déterminée À, à une autre 
infiniment voisine, Ào + dÀ, on n’altérera jamais l’ordre de deux 
termes consécutifs, tant que leur différence sera une quantité finie. 
Mais supposons que les groupes formés de la réunion de deux ou 
plusieurs termes offrent, pour la valeur particulière À,, des valeurs 
numériques égales; on voit clairement que deux termes réunis 
pour À= À, auront d’abord été séparés, puis auront interverti leurs 
rangs, en passant d’une valeur un peu inférieure à une valeur un 
peu supérieure à À,. Car, en représentant À par une abscisse, ces 
deux termes seraient les ordonnées de deux droites qui, après leur 
intersection, changent de position relative par rapport à l'axe des x. 

C’est donc toujours en devenant égaux que deux termes consé- 
cutifs échangent leurs places pour entrer dans une suite nouvelle. 
Avec cette observation bien simple, l'opération arithmétique de la 
réduction continuelle de +, pour toutes les valeurs positives de À, 
de zéro à l'infini, devient facile à saisir, comme on va le voir. 


2° Prenons pour point de départ une transformée déduite de w, 
dont les coefficients extrêmes soient inégaux. Ces coefficients 
représenteront, comme on l’a établi, les deux premiers minima 
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de w; donc, lorsque À, croissant d’une manière continue, atteint 
la limite au delà de laquelle une nouvelle réduite vient s’offrir, 
l’une ou l’autre de ces deux circonstances aura nécessairement 
lieu. Ou bien le troisième minimum deviendra égal au second, 
puis le remplacera, ou bien les deux premiers minima deviendront 
eux-mêmes égaux et intervertiront leur ordre. Le premier cas 
pourra d’abord se présenter plusieurs fois de suite, mais le second 
finira nécessairement par arriver ; car, à moins d’être indépendant 
de À, un même terme ne pourrait toujours être le premier mini- 
mum. Îl est évident d’ailleurs qu'il n’aura lieu qu’une seule fois; 
ce qui conduit à le considérer d’une manière particulière. Nous 
nommerons donc réduites principales les formes de (f), aux- 
quelles correspondent des réduites de © dont les coefficients ex- 
trêmes sont égaux; toutes les autres recevront le nom d’iéntermé- 
diaires. Cela posé, lorsque, À croissant d’une manière continue, 
une transformée réduite de + cesse de l'être, par suite de l’échange 
du troisième minimum avec le second, la substitution propre à 
obtenir la réduite suivante sera nécessairement 


LEsiX Ye gris Y, 


ou son inverse 
LR GTA (A Ver 


En effet, le coefficient de X? reste égal au premier minimum, et 
celui de Ÿ? est bien le troisième, en employant la première ou la 
seconde substitution, selon que le coefficient moyen sera négatif 
ou positif. De la même manière on obtiendra donc ainsi toute 
réduite intermédiaire de (f) au moyen de la réduite précédente. 
En second lieu, si une réduite de & cesse de l’être, par suite de 
l'échange des deux premiers minima, on aura la substitution 


ÆRIANS Y = — X. 


Mais alors on sera parvenu à l’une des réduites principales de (f), 
que cette substitution changera en son associée opposée. Et en 
continuant les opérations, on verra de nouveau s’offrir une suite de 
réduites intermédiaires, puis une réduite principale suivie de son 
associée opposée, et ainsi Jusqu'à l'infini. Nommons, pour abré- 
ger, P et Q les substitutions 


T 


æ = X + Y, DREUX 
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en partant d’une réduite principale, de rang quelconque, la substi- 
tution pour obtenir la suivante sera Q, suivie de P ou son inverse 
PT1, prise autant de fois de suite qu'il se présentera de formes in- 
termédiaires, c’est-à-dire QP£, le nombre entier £ étant positif ou 
négatif. Et, en général, on peut résumer les opérations relatives à 
la réducuon de la forme +, pour toutes les valeurs de À, croissant 
d’une manière continue de zéro à l'infini positif dans la formule 


..QPIQP/QPA. 
3° Les formes de (/), que nous avons nommées principales, ont 
des caractères distinctifs de toutes les autres, et qu'il importe 
d'établir. 
À cet effet, soit 
FU AX2 LoBXY 4 CY— A(X da V)(X + a'Y) 
une transformée quelconque de f, obtenue par la substitution 


æ =mX+moY, Y=nX + nm Ÿ, 


on prouvera d’abord immédiatement que F appartiendra à (f), si 


la forme définie 
P—(X +aY}} LtA(X +a'Y} 


est réduite, en attribuant à À une valeur positive convenable, et 
cette condition est à la fois nécessaire et suffisante. Mais, si l’on 
veut de plus que F soit une forme principale, il faut qu'on puisse 


faire 
1+À—a?+Àa?; 


ainsi, l’une des quantités a et a’ doit être plus grande et l’autre plus 
petite que l'unité. D’ailleurs, d’après la valeur de À, ® devient 


ai — a°2 40 
D'— Me) (x Yr40 AY); 
2 M à a + 4 





là; 


donc, pour que ce soit une forme réduite, on doit poser 


Réciproquement, cette condition nécessaire est à elle seule suffi- 
sante, car on peut l'écrire ainsi : 


GG — at) — 2) + 3(a + a} Lo; 
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donc, 1 — a? et 1 — a/? sont de signes contraires, et 1l est possible 
de prendre pour ® la valeur particulière 








(1 a) + a Y}è— (1 a8)(X + a Ve (aa) (KE Vi E. XY). 


qui est bien une forme définie réduite, dont les coefficients ex- 
trêmes sont égaux. 

Aïnsi, pour qu'une transformée F — (A, B, C) soit une réduite 
principale, il faut et il suffit que la valeur absolue du coefficient 
moyen ne soit pas inférieure à la valeur absolue de la somme des 
coefficients extrêmes. | 


On a supposé implicitement, dans tout ce qui précède, qu’à 
une forme définie donnée corresponde toujours une réduite unique. 
Il en est effectivement ainsi en général; cependant nous devons 
tenir compte des cas d'exception, qui se présentent précisément 
dans les conditions précédentes, savoir, lorsque le second et le 
troisième, ou bien les deux premiers minima, sont égaux entre 
eux. On a alors deux réduites qui diffèrent seulement par le signe 
du coefficient moyen et, dans (f), deux formes diflérentes qui 
leur correspondent. Mais, de ces deux formes, l’une d’elles répond 
à la réduite unique pour une valeur. de À un peu inférieure, l’autre 
à la réduite unique pour une valeur de À un peu supérieure à celle 
qui rend égaux les deux minima. Enfin, dans le cas plus particulier 
où les trois premiers minima seraient tous égaux, on aurait une 
forme définie proportionnelle à æ? + xy + y?, et susceptible de 
se transformer elle-même par une substitution de la forme P#'Q. 
Quatre formes de (f), correspondantes à cette réduite, seront alors 
deux principales et leurs opposées. 


VIIL. 


Nous avons toujours supposé jusqu'ici que les coefficients de la 
forme quadratique f étaient des quantités quelconques. Voyons 
maintenant les circonstances remarquables qui se présentent lors- 
qu'on les suppose entiers. Alors l’ensemble (f) des réduites ne 
comprend plus qu'un nombre fini de formes distinctes, puisque 
leurs coefficients sont limités. Donc, lorsque la réduction conti- 
nuelle de », pour des valeurs croissantes de À, aura conduit à une 
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forme déjà obtenue, la nature même des opérations montre claire- 
ment qu'elles se reproduiront dès lors périodiquement en faisant 
croître À jusqu’à l'infini, ou en le faisant décroître jusqu’à zéro. 
Ainsi (f) sera composé d’un groupe de formes en nombre fini se 
reproduisant une infinité de fois. Nous pouvons donc raisonner 
comme le fait M. Gauss, $ 187, pour obtenir toutes les classes dis- 
unctes de formes de déterminant D. Calculons pour cela l’en- 
semble Q des réduites principales, en employant tous les nombres 
À, B, C satisfaisant aux conditions 


Bi XCD, B22(A+C}, 


et prenons l’une d’elles, F. Il résulte immédiatement de nos prin- 
cipes qu'à la période des réduites principales de (F) appartien- 
dront toutes les formes équivalentes de Q. Cette période obtenue, 
on prendra une autre forme G de Q.qui n’y soit pas comprise, et 
l’on calculera de même la période des réduites principales de (G). 
De là on déduira une nouvelle classe distincte de la précédente, et 
l’on poursuivra les mêmes opérations jusqu’à ce qu’on ait épuisé 
toutes les formes de Q. Alors on aura obtenu toutes les classes 
différentes de déterminant D, représentées chacune, non par une 
forme unique, mais par une période répétée indéfiniment d’un 
petit nombre de réduites principales. Ces périodes ne coïncident 
pas absolument avec celles de M. Gauss, comme on le voit par la 
définition des réduites données $ 183. Remarquons néanmoins 
qu’elles présentent, comme celles de lillustre analyste, une série 
de formes dont chacune est contiguë à la précédente par la pre- 
mière partie. En effet, la substitution QP#, par laquelle on passe 
de l’une à l’autre, est précisément le type des substitutions qui 
donnent une transformée contiguë. On pourrait même sans doute 
calculer le nombre #, par la condition que la forme contiguë soit 
une réduite principale; mais je laisserai cette recherche au lecteur. 


Lx 


Nous avons encore à présenter quelques considérations sur le 
problème important dont l’objet est de trouver toutes les transfor- 
mations possibles de deux formes équivalentes l’une dans l’autre. 
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La belle solution donnée par M. Gauss, $ 162, dépend d’une mé- 
thode profonde et cachée, qui, si je ne me trompe, reparaît encore 
dans d’autres circonstances, par exemple dans les recherches rela- 
tives à la multiplication des classes. J’aurais plutôt à essayer d'en 
pénétrer les principes qu'à y ajouter quelque chose; aussi Je me 
bornerai à déduire des considérations précédentes ce cas part- 
culier : 


Le calcul de l’ensemble désigné par (f) donne toutes les 
transformations possibles des réduites principales et intermé- 
diaires en elles-mêmes. 


Soit F— A(x+ay)(x + ay) l’une d'elles : nous savons que 
toutes les autres réduites s’obtiendront par la réduction conti- 
nuelle de la forme définie 


P=(r+ayP+X(æ+ay), 


et cette forme définie, comme correspondante à F, est elle-même 
réduite, par exemple pour À À,. Soit donc 


z=mX+ mo), J=nX+nY 


Ja substitution qui change F en elle-même; par cette substitution, 


la forme 


I Ÿ Ào 
(m+an) SN AU 











(mani Ter} 
deviendra précisément ®, quand on y fait À = À, ; ainsi donc, en 
réduisant la forme définie dans l'hypothèse 


/ 


es | mt + a" ) 
m+ar 

on obtiendra bien une transformée semblable quelconque de F. 

Maintenant, nommons P la substitution qui reproduit F, pour la 
première fois lorsque À croît depuis la valeur À,, d’une manière 
continue jusqu’à une certaine limite À,; à partir de cette limite, 
les opérations se reproduiront périodiquement jusqu'à lPinfini; 
c’est donc la substitution P, prise un nombre quelconque de fois, 
qui donnera toutes les transformations semblables. Et, si l’on con- 
sidère les valeurs décroissantes de À, de À,.à À, on aura dans un 
ordre inverse la même série d'opérations, qu’on pourra prolonger 
à l'infini, dans l’autre sens, et qui donnera pour transformations 
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semblables la substitution inverse P-*, prise de même un nombre 
quelconque de fois. Les mêmes choses auraient lieu relativement 
à la transformation de toute réduite F en — F, lorsque cette trans- 
formation est possible. 


X. 


L’équauon x? — Dy?= 1 a une infinité de solutions. 
En prenant, en effet, f — x? — Dy?, on a l’une des réduites in- 
termédiaires comprises dans (f), car la forme définie correspon- 


dante 
(x+y VD} +X(æ—y VD} 


est réduite pour À — 1. De là résulte l'existence d’une infinité de 
transformations semblables, telles que 


æ=mX+mY, yY=nX+nm)Y, 


et toutes donnent nécessairement 
m? — Dn?= 1. 
Pour obtenir la loi de toutes ces solutions, nous emploierons la 


méthode suivante. Soit IT(3) une fonction égale, pour toutes les 
valeurs réelles de z, au minimum de la forme 


ea(a-y VD) + ee (e VD) 
lorsqu'on y suppose x et y entiers. Je dis que toute solution æ—a, 
y = b, de l'équation proposée, donnera un indice de périodicité 
de la fonction IT. On pourra déterminer, en effet, une quantité 
réelle w, telle que 


eo — a+b VD, e-w — a — bÿD, 


et l’on trouvera 


n(s+u)=es (V2) + e—23 (ES) . 
LE RTAS 


Or on peut faire 


z+yyD=(a—byD)(x+YYD), 
zx—yyYD=(a+byD)(x — y VD), 
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car cela revient à la substitution au déterminant 1 : : 
æ—=+axX—bDY, Yÿ=—-bX+aY: 


donc H(3+ vw) ne diffère pas de IT(z). 

Or la fonction [(z)est, par sa définition, du genre des fonc- 
tions parfaitement déterminées dans toute l’étendue des valeurs 
réelles de la variable : donc, d’après l’observation bien connue de 
M. Jacobi, tous les indices de périodicité, tels que w, sont des 
multiples entiers du plus petit d’entre eux. Autrement dit : toutes 
les solutions x = À, y =B de l’équation proposée se ürent de la 
solution unique æ = à, y — b (pour laquelle a + b D est le plus 
petit possible) par la formule 


A+ByÿD=(a+byD}), 


t'étant un nombre entier positif ou négatif. 

Toutes ces solutions d’ailleurs s’obtiendront en cherchant effec- 
tivement les minima successifs de II(z), ou bien, ce qui est au 
fond la même chose, en formant la période de x? — Dy?. On a, 
en effet, cette proposition plus générale : 


Toute représentation de minimum absolu d’une forme à 


facteurs réels 
f=a(zr+ay)(x+axy) 


sera donnée en cherchant, pour des valeurs convenables de t 
et t', le minimum de la forme définie 


pu (Tera) Tar 
Supposons que f soit le plus petit possible pour 
VS PUS À © 1) 
Si le minimum de w, dans l'hypothèse suivante 


Lt I 


NT Een a AR CTPRECT ARTE 
a+ab’ Lab 


n'était pas donné par le même système de valeurs, c’est qu'il en 
existerait un autre 
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(< OR =) | 
+) LEE RENE 


or on en conclurait 


tel qu'on ait 





2 


+ ab & 


PASPIQB\2/ AE a BN2 

( a+ab 
donc f ne serait pas, contre l'hypothèse, un minimum absolu pour 
DER — "0. 


XI. 


M. Gauss a encore déduit du développement de la période de 
la forme (1, 0, — D) la décomposition en deux carrés du détermi- 
nant, lorsqu'il est un nombre premier 4n + 1. Ce beau résultat 
dépend des spéculations les plus élevées de l’Arithmétique trans- 
cendante, car il repose en entier sur cette proposition : que les 
formes proprement primitives de déterminant premier An +1 
n’ont jamais qu’une classe ambiguë. Je vais essayer cependant, 
sans sorüur des considérations élémentaires, de donner la raison de 
ces rapports singuliers, entre deux points bien différents de la 
théorie des formes quadratiques. 

Soient «a et b deux nombres entiers, tels qu’on ait 


a? — Db? — — A, 


A étant essentiellement positif. La période de (1,0, — D) contien- 
dra une transformée obtenue par la réduction de la forme que nous 
avons nommée v dans hypothèse suivante : 


ge (æ+yyD) (a +byD)—(x—yyD} (a —&yD)=2yD(6,a,bD). 


Or on obtient ainsi une forme à coefficients entiers de détermi- 


nant — À. Soit donc 
CASrB'iC) 


l’une quelconque des réduites pour ce déterminant, et 
æ=mMmX+ mo, Y=nX+nY 


la substitution propre à passer de (b, a, bD) à (A, B, G). Cette 
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substitution se présentera nécessairement pour déduire de(1,0,—D) 
l’une des réduites principales ou intermédiaires de sa période; soit 
(A, B, C) cette réduite, on aura, d’une part, 


AX?+2BXY + CY?=(mX+mY} —D(nX+nY})?, 
et de l’autre 


AX2+2BXY+CY— b(mX + mo Ÿ }? 
—o2a(mX+mY)(nX+nY)+bD(nX+n0oY});: 


or on re aisément de là l'équation suivante 
AC—-2BB+CA—o, 


dont nous allons montrer les conséquences. 
Soit, en effet, A— 1, 2,3, 4, 3, etc. Au moyen des réduites con- 
nues pour ces déterminants, on trouvera successivement 


A-+C=o, 2ÀÂA+Cz= 0, 


3A+—C—=o, 4A+C—=o, 5AÂ+C—=o 
ou 
A—B+CG=o, A+C—o, 3A—92B+92C—=0, ..., 


et ces relations donneront les représentations suivantes du déter- 
minant D, 

A+ B?, 2A2-1 Bi, SA BIO MAT BUS ATEN 
ou ; 


? 


Bi AB -HATMATEE PE NPA 


Dans la dernière, À est nécessairement un nombre pair, et, en 
écrivant 2 À à la place de À, elle devient 


B?2—2AB+6A? ou (B— A}? 5 A?; 


[) 


ainsi la représentation de D, par la forme (1,0, + 5), s’obtiendra 
par le développement de la période de (1, 0, D) toutes les fois que 
l'équation 
a’—Db—=—5 

sera possible. Mais, de tous ces cas, le premier est le seul où nous 
puissions affirmer que la forme (A, B, C) est une réduite prinei- 
pale; alors, en effet, la relation B? > (A +C)? se réduit à B? >0, 
qui est satisfaite d'elle-même. Le second a été l’objet de recherches 
de M. Güpel, auteur à jamais illustre du Mémoire Adumbratio 
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levis theoriæ functionum Abelianarum, comme on le voit dans 
la Notice où M. Jacobi a rendu un digne hommage à sa mémoire. 

Dans ce champ de recherches sur les fonctions abéliennes, ou- 
vertes en même temps par un autre géomètre dont 1l eût été l’é- 
mule, tous ceux qui suivront ses traces trouveront, à côté de leurs 
méditations, le regret d’une destinée cruelle. Qu'il me soit permis, 
pour avoir eu quelques pensées en partage avec M. Güpel, de 
Joindre l'expression sincère de ce regret à celle de mon admira- 
tion pour son génie. 


XIT. 


En passant des formes quadratiques à facteurs réels aux formes 
de degré plus élevé, la recherche des classes distinctes pour un dé- 
terminant donné dépend en prenuer lieu de la détermination du 
minimum de la fonction que nous avons désignée par 9. On n’a 
plus alors cet ensemble de circonstances analytiques remarquables 
que nous venons de parcourir, mais que nous retrouverons dans 
la théorie des formes à facteurs linéaires que nous avons définies 
$S II. Le fait le plus important à observer, en abordant la théorie 
des formes cubiques, biquadratiques, etc., consiste peut-être dans 
l'existence pour chaque degré d’un certain nombre de formes 
comme celles que nous avons nommées précédemment correspon- 
dantes. M. Eisenstein a découvert le premier une correspondante 
du second degré pour les formes cubiques, et l’on peut voir le 
rôle qu’elle joue dans ses savantes recherches sur le nombre des 
classes distinctes pour un déterminant donné. Nos principes, 
comme on va voir, conduisent directement à cette même forme. 

Posons, pour employer les notations suivies, 


f= a+ 3br?y + 3cxy? + dy: 


on aura pour la fonction 4 deux expressions bien distinctes, l’une 
pour le cas où les facteurs linéaires æ+ay, æ+ay, x +ay 
sont réels, savoir : 


8 
Le242(a — a} + 424"2(x — x") + L242(x — x")? |? 


0 _—— a? 12 t2 d'2 





? 


l’autre pour le cas où, æ + «y étant réel, x+ «y et x + 4"y sont 
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imaginaires conjugués 


| _3 
2828 2(a — m'a — a") — L'h(a— x)? J? 
RE TV NS Le 





Ces deux expressions différentes peuvent néanmoins être rappro- 
chées l’une de l’autre de la manière suivante : 


Faisons dans la première 
42 —r2(a — ax” }?, d'2=72(a— x" }?, 2 = 7"2(4 — x'})?, 
et dans la seconde 
2 — —7(u — x" }?, d2—T?2(ax— x')(ax — x"), 


elles deviendront respectivement 


2 


3 

! " LENS ASEN 

TT TT TT g 

jaraa) (ao) (res [(S) d (5) Ces | : 


2 2 

3 NE 
- (3) | 
Oril est visible que, au facteur ÿ/— 1 près, la seconde valeur se dé- 


duit de la première en y supposant +” = +. D'un autre côté, le mi- 
nimum de Pexpression 


= eta—a ad a2) | —2() 


T 





composée de trois parties dont le produit est l’unité, s’obtiendra 
en rendant les variables égales, et la même hypothèse donnera la 
même valeur pour le minimum de la seconde fonction. Posant 


aï(a—x}?(a— ax”)2(4 — ax")? 
= 27(— ad? + 30?c2— 4 ac3 — 4 db3 + Gabcd) = 25D, 
on trouvera respectivement, pour les minima des deux expressions, 


les valeurs 
V35.D et : V—36.D, 


et, pour les formes définies auxquelles nous avons donné le nom 
général de correspondantes, 

p=+(a— Po HLay}+ (aa }(z + ay) (ac) (TEEN 
p—=—(a—x")(x+ay)+ao(a—a)(a—a")(x + ay)(x +a"y). 
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La différence analytique de ces deux formes manifeste la différence 
de nature entre les formes cubiques à facteurs réels et à facteurs 
imaginaires ; dans le premier cas, 2 s'exprime rationnellement par 
les coefficients de f, et l’on arrive à la forme de M. Eisenstein en 
multipliant par le facteur &?, savoir : 


w—(ac—b?)x+{(ad— bc)xy +(bd—c?)y?. 


Dans le second, il n’en est plus de même, et l’opération de la 
oc. Mais 


les limitations des coefficients pour les transformées réduites 





réduction exigera le calcul numérique de la racine réelle 


AX3 + 3BX2Y + 3CXY?-+ DY3 


dépendent toujours de ces formules 
an < (à) VD BC (5) v5. 


en ayant soin de prendre la valeur absolue de D. 

La correspondante à coefficients rationnels peut être aussi rat- 
tachée à une origine différente de celle que nous venons de lui 
donner, en la considérant comme le déterminant du système 








dec 

dx? dxdy’ 

df af 
dx dy dy? 


et de là se déduirait une démonstration facile de sa propriélé Ca- 
ractéristique. Mais je veux surtout faire remarquer comment cette 
seconde expression conduit au théorème suivant : 


Qu’en multipliant © par elle-même, le produit est toujours 
transformable en son opposée. 


Partons à cet effet des substitutions 
X —(ax+by)x'+(bx + cy)7", 
Y=(br+ cy)z +(cr + dy)y’, 
et représentons par +, ', D les déterminants des systèmes 


CAS DNE AX = CY 
DX—= AV TeX — OY 


ax+by br+cy 
bx +cy cx + dy 


? 


[ax + by" bx'+ cy' 
bz'+ cy' cx'+ dy’ É 
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On trouvera d’abord, en résolvant successivement par rapport 
AL IPC TI 








, X(cx+dy)—Y(bx+cy) ñ — (br + cy)X +(ar + by)Y 
EE RS TR TES de EU er ù DORE > Lure à A EU — y 
‘e # 
e X(cx'+ dy') — Y(bx'+ cy") — (bx'+ cy) X + (ax! + by)Y 
ae , Lee) RSS RÉERSRAE A EE DU € D . 


4 


P ? 
Les deux premières formules donneront ensuite 


æ'(cX—DbY)+ y'(dX — cY) 
p Cr À 


— V{cX—bBY)+x'(—bX +aY) 
Rp re RER 





Î 


el, en égalant entre elles les deux valeurs obtenues, par exemple 


’ 


pour æ, on trouvera 
| PRE 


Or on vérifie de suite que ® est précisément l’opposée des deux 
correspondantes semblables © et +’; ce qui démontre la proposi- 
tion énoncée. 

Si, de plus, le coefficient moyen étant pair, ces formes sont pro- 
prement primitives, D, composée de nouveau avec +, donnera la 
forme principale de même déterminant; toutes les classes de formes 
cubiques auront une correspondante quadratique, dont la triplica- 
tion donnera cette forme principale. Mais 1l a été établi en outre, 
par M. Eisenstein, qu'à toute classe quadratique VÆ répondait 
effectivement une seule et unique classe cubique, lorsque le déter- 
minant n'avait pas de diviseur carré. Ce beau théorème montre, 
comme on voit, un rapport digne de remarque entre deux théories 
qui n'offrent au premier abord aucun point de contact. 


Paris, juillet 1850. 


—__— © 0 © — 


SUR LA THÉORIE 


DES 


FORMES QUADRATIQUES TERNAIRES INDÉFINIES. 


Journal de Crelle, Tome 47. 


M. Gauss:a distingué les formes quadratiques ternaires en dé- 
finies et indéfinies, suivant qu’elles sont réductibles par une sub- 
stitution réelle aux formes 


Car y) 0 EN (y — 22). 
Nous considérerons dans cette Note les formes 
f=ax+ay?+a"3+2byz+2b'xz+ob"xy, 


réductibles à 


et tout ce que nous en dirons s’appliquera de soi-même à l'espèce 
des formes indéfinies qui appartiennent à l’autre type 


RUE y et 


Il est bon cependant d'observer que ces deux types sont essentiel- 
lement distincts l’un de l’autre, c’est-à-dire qu'il est impossible de 
trouver aucune substitution réelle qui change 


g+yi— st en —X21—Y?+ 7%. 


Le déterminant, ou, d’après la nouvelle dénomination de M. Syl- 
vester, l’énvariant de f, sera 


[4 


A = ab?+ a'b'2+ a"b"2— 2bb'Db"— aa'a"; 
la forme adjointe g sera 


_ da $ dA SL 2 dA 3 RTE TT 
A D de | da dau lab ar "7: 


H,: — I. 13 
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En même temps que la forme indéfinie f, nous considérerons la 


forme définie 
p=f+2(\r+uy + vs}, 
où À, 1, y sont des indéterminées réelles, assujetties à vérifier la 
condition 
g(, MH, v) = — A. 

Cela étant, on concevra qu’on calcule la suite infinie des substi- 
tutions propres à réduire ® lorsque les indéterminées À, x, y passent 
par tous les états possibles de grandeur. Chacune de ces substitu- 
üons faite dans f donnera une certaine transformée. Nous dési- 
gnerons leur ensemble par le symbole (f), et nous aurons les 
propositions suivantes : 

I. St deux formes ternaires f et F sont équivalentes, (f) 
et (F) contiendront les mêmes formes et seront identiques. 

II. Sr la forme ternaire f a pour coeflicients des nombres 
entiers, (f) ne contiendra qu'un nombre essentiellement limité 


de transformées distinctes. 

, Le A! A PAU 
Effectivement, si l'on représente par F = (,) L pr ) lune quel- 
) 2 


conque des formes contenues dans (/f), on a ce théorème : 


III. Les cinq expressions 
AB2, A'B? A’B'?, BB'B', AA'A' 


sont comprises entre les limites 


192 À et — 9À, 


De là suit que la totalité des formes pour lesquelles A est le 
même ne donneront qu'un nombre fini de symboles (f) distincts 
les uns des autres, c’est-à-dire que les formes ternaires indéfimies 
de même invariant ne donnent jamais qu’un nombre limité de 
classes. 

IV. Les substitutions propres à réduire 9 contiendronttoutes 
les substitutions qui peuvent changer en elles-mêmes les di- 
verses formes de (f). 

Le calcul numérique de la réduction continuelle de la forme ©, 
lorsque À, u, y passent par tous les états de grandeur, sous la con- 
dition 

g(X, B, Y)= — A, 
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m'a conduit à de longues et pénibles recherches dont le théorème 
suivant est le point de départ : 


Lorsque 9 cesse d’être réduit par une variation infiniment 
petite de À, u, y, la substitution qu'il faut employer pour le 
réduire de nouveau est l’une des soixante-deux substitutions 
d’Eisenstein, par lesquelles une forme définie réduite se 
change en elle-méme. 


L4 


La même proposition a encore lieu à l'égard de cet autre genre 
de formes 9, savoir : 


o= (ax +a'y + a"3} + p(bx + d'y + b'3Ÿ + v(cx + c'y + cz}, 
que j'ai introduites dans l’étude des formes cubiques 
f=(axz+ay+a"z)(bx + b'y + b'z)(cex + c'y + c'az). 


J'espère pou voir donner, dans une autre occasion, le résultat de 
mes recherches sur cette question si difficile; mais, pour appro- 
fondir la nature des substitutions qui changent en elle-même une 
forme indéfinie, j'ai employé l’analyse suivante : 


Étant proposé de découvrir la substitution de x, y, z en X, Y,Z 
qui donne identiquement 


(1) FACE. CN QU AE 


J'imagine que les trois premières variables, ainsi que les trois der- 
nières, soient exprimées par des indéterminées auxiliaires E, n, £, 
et cela de manière qu’on ait 


| EX =OE, 
(2) UE 2, 
PLUMES 


Sous ces conditions on va voir qu'il est facile d'obtenir les expres- 
sions de x, y, zet X, Ÿ, Zen Ë, n, €. Effectivement, il viendra en 
premier lieu 

(3) f(2E—X,2n—Y,2€—2Z)=/f(X, ae Z), 


d’où, en développant et réduisant, 


« - ei . df CT È 
(4) RS ER er der 
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Or il est visible qu’on satisfera de la manière la plus générale à 


cette équation en prenant 


dn la 
d d 

5) V=n+ 2 Se, 
d d 

L=t+n Te — 7 


À, &, y désignant trois quantités arbitraires. Réciproquement, si 
l’on a vérifié ainsi l’équation (4), on en conclura nécessairement 
l'équation (3). Les formules générales (*), pour la transformation 
en elle-même de la forme f, s’obuendront donc en résolvant les 
équations (5) par rapport à &, n, € et substituant les valeurs obte- 
nues dans les relations 

| TX — 2 Ë — X, 


(6) ET 


Mais la conclusion suivante, à laquelle je suis arrivé d’abord par 
une analyse plus difficile, n’exige pas qu’on fasse ce calcul. Ajou- 
tons les équations (5); après les avoir respectivement multipliées 


par À, ue, v, il viendra 


(7) AX+pY + vZ = XË + un + vé, 


et l’on en déduit, par les équations (6), 


AX+uY +vZ = x +uy+vz. 


Voici donc une fonction linéaire qui se change en elle-même 
par la substitution qui change aussi la forme f en elle-même. Cela 
posé, il est visible qu’au point de vue de la recherche présente des 
substitutions à coefficients entiers, les indéterminées À, nu, y doivent 
avoir des valeurs rationnelles; ainsi l’on peut faire ces quantités 
proportionnelles à trois entiers /, m, n, sans diviseur commun. 


(:) L'analyse de M. Hermite ne prouve pas qu'on obtient sans aucune excep- 
tion toutes les substitutions transformant la forme en elle-même; ce point essen- 


tiel a été ultérieurement complété par M. Hermite. (Journal de Crelle, t. 78.) 
EME 
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D'après cela, choisissant six autres nombres [!, m', n!, l',m/,n" 
de manière que le déterminant du système 


? 


RTC JE: DRNTT TI: ETES Th 
LL F | . ’ 
soit l’unité, posons 


D lX+mY+nZ=U, 
l'æx+my+n'z=v, l'X+mY+n Z= V, 


(8) 


l'x+m'y +n'z=w; LENS rn NV ETC LEEANE 


A la substitution proposée entre les variables x, y, 3, d’une part, 
X, Y, Zde l’autre, succédera une nouvelle substitution entre les 
deux groupes uw, », æ et U, V, W d’une manière toute spéciale; 
par ce fait, l'équation correspondante à (6) devient alors simple- 


ment 
u = U. 


Or cela équivaut à dire que, pour cette substitution, les indéter- 
minées analogues à y et y sont nulles, l’autre restant encore arbi- 
traire. Ainsi l’on en fera aisément le calcul en employant les 


relations 
u—=92È—U, p—=92n — V, æm—=92t—W 
el 


ANS We ie, Ne ue 
dn 


dans lesquelles F(u, +, æ) sera la transformée de f(x, y, 3), ob- 
tenue par la substitution (8). Mettant + à la place de À, et posant 


Fes A", À }» G (forme adjointe de E)= ( 


À, A 
ByBa.p j 


5, ÿ, ÿ" 


on trouvera 








u = U, 
. 2À(— B'— 18") (1— 21B + XX) V—2XA"W 
“'OETENTI UNSS var PE TE ET 4 A TRE 
__2ÀA(B'— 1%) U 21A'V+(it2ÀB+A24A)W 
ONRENT FE 1— 124 j 
Faisons encore 
1—+ À2X 2 À 


LD FU LANIN PRE 
d’où 
P— Ag =1, 
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et il viendra 
u= U 





o=(—98—-Î 5") U+(p—B4)V—gA'W, 


(9) Pr 


È 
Il 


. PRET 
Br ct + qA'V È À 
(4 F -#')U gAV+(p+Bq)W 


Ces formules sont celles auxquelles nous voulions parvenir ; 


2 





elles ne contiennent de fraction que la quantité , qui peut ne 


ave 
pas se réduire à un nombre entier par la seule condi Lion 


p—Ag?=1. 


Cependant, si nous employons, au lieu des nombres p et g, les 
suivants 

P = p? + X9?, Qt ne 
qui donnent aussi 


on trouvera alors 
Q?2 4 p?q? à 
= ——— = )(]- 
P+ir  pr+AXg?+i Ts 





et la formule de substitution ne renfermera plus que des nombres 
entiers. Le nombre À, qui joue ici un rôle essentiel, a pour valeur 
g(l, m,n); il doit être évidemment positif pour que la substitu- 
üon ne soit pas identique. Ce sont donc les entiers pour lesquels 
la forme adjointe est positive qui sont les éléments essentiels de 
notre solution. 

En résumé : si nous désignons par S la substitution (8), par X la 
substitution (9), la formule abrégée ST'E£S donnera en nombres 
entiers la relation entre les deux groupes de variables +, y, 3 et 
X, Ÿ, 2, par laquelle f(x, y, z) se change en f(X, Y, 2). 

Comme conséquence de la méthode précédente, on obtient aisé- 
ment les théorèmes suivants, que je me bornerai à énoncer : 

I. Soct 

æ=aX+aY + a"Z, 
Y=— bXCE bOYCP OZ; 
= CX+c'Y+c'Z 


ù 


une substitution S de déterminant un, qui change en elle-même 
une forme quadratique, l’équation du troisième degré qu'on 
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formera en égalant à zéro le déterminant du système 


LÀ a’ a 
b DEESR b" 


C c’ Ce} 


admettra pour une de ses racines l’unité, et pour les autres 
deux valeurs réciproques. 


Il. Sc l’on représente ces deux racines réciproques par 
À = eo V1 et ; — e"®V-t la condition pour que la substitution, 
prise n fois de suite, donne en dernier lieu une substitution 
identique, est donnée par l'équation no — 27; et les seules 


valeurs possibles du nombre n, st les coefficients sont entiers, 
BP 05, 4, O. 


IT. Zl existe un nombre infini de formes quadratiques ter- 
naires qu'une méme substitution change en elles-mêmes ; et 
l’on peut les représenter ainsi 


f = kA2+ 7BO, 


A, B, C désignant trois fonctions linéaires déterminées, et 
k, l deux coefficients arbitraires. Toutes les substitulions qui 
changent en elles-mêmes ces diverses formes s'obtiendront en 
faisant 


À, #, € désignant trois fonctions de même forme que À, B, C, 
mais relatives à d’autres variables, et À une constante arbt- 
traire. 


Paris, mai 1853. 





SUR LA 


THÉORIE DES FORMES QUADRATIQUES. 





Journal de Crelle, Tome 47. 





PREMIER MÉMOIRE. 


‘La méthode que j'ai exposée dans un précédent article, pour 
obtenir toutes les transformations en elle-même d’une forme ter- 
naire indéfinie, exige, comme élément analytique essentiel, la con- 
naissance des systèmes d’entiers qui rendent positive la forme 
adjointe. La nature d’une pareille condition fait bien voir que 
les transformations semblables d’une forme indéfinie impliquent 
nécessairement dans leurs expressions un nombre én/int d’enters 
arbitraires. Les considérations que nous développerons ici mon- 
treront même la possibilité de donner aux formules de transfor- 
mations une expression qui offre explicitement un nombre infini 
d’entiers indéterminés. Nous insistons sur ce point, parce qu'il 
nous semble caractéristique dans la théorie des formes quadra- 
tiques. D’autres formes donneront lieu, en effet, à un nombre 
pareillement infini de substitutions semblables, mais toutes ces 
substitutions s'expriment avec un nombre essentiellement limité 
d’entiers arbitraires. Telles sont les formes du nit"e degré, décom- 


posables en n facteurs linéaires, pour lesquelles on a la proposition 
suivante : 


Soit a le nombre des facteurs linéaires réels, b le nombre 
des couples de facteurs imaginaires conjugués et w +1 la 
somme de ces nombres : toutes les substitutions semblables 
seront données symboliquement par la formule 


LL Ms m m 
Diodes AO 
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OÙ M1, Mo, ... sont des entiers arbitraires et S;,S:, ..., w sub- 
stitutions telles qu'aucune d’elles ne puisse s'exprimer par les 
produits des puissances des autres. 


On peut encore démontrer, par rapport à ces formes, qu’en 
nommant S et T deux substitutions semblables quelconques, on a 


toujours 
ST = TS. 


Au contraire, dans la théorie des formes ternaires indéfinies, 
une pareille relation n'existe qu'autant que S et T sont les puis- 
sances d’une même substitution, auquel cas la relation proposée 
se vérifie d'elle-même. Nous rappellerons encore que la connais- 
sance d’une transformation semblable d’une forme quadratique 
ternaire ne définit pas complètement cette forme, de sorte qu’une 
substitution donnée change en elles-mêmes une infinité de formes 
ternaires disunctes. Par le théorème suivant on verra, au contraire, 
comment une forme décomposable en facteurs linéaires est connue, 
à un facteur près, lorsqu'on donne une de ces transformations en 
elle-même. 

Désignons cette substitution par Y, et concevons qu'on forme 
Z?, 23, ..., X' en représentant par cette notation la même substi- 
tution, prise 2, 3, ..., c fois de suite, et, pour fixer les idées, sup- 
posons la substitution X donnée par les formules 


æ=aX+aY+...+at-vU, 
Yÿ=bX+bD'Y+...+ bu-DU, 


Mois als) eee in se ide eus). eee ne eue) ea. ae à 


u= KX+KY+...—+ Km-UU, 
et la substitution X£ par les suivantes 


Di AE AE. Ne a OU, 
DIRE ONE LA DEEIU; 


= 
[ 


UP Ki'X + kÆ:Y +... + INRA E 


En formant le déterminant du système 


Le ds A AU) 

T se se (42 
2. 4/40) . Ua 14 
| 
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on aura, à un facteur numérique près, la forme en X, Y,..., U, 
décomposable en facteurs linéaires, et que la susbtitution È change 
en elle-même. Je me réserve de démontrer prochainement ces 
théorèmes, sur la forme décomposable en facteurs. Le dernier 
exige qu'aucune puissance de la substitution Z ne puisse donner 
la substitution identique 


T—=X, VISU F.. HIT 


Ces exemples de la grande différence que l’on doit établir entre 
la théorie des formes quadratiques et celle des formes décompo- 
sables en facteurs, au point de vue de la recherche des substitu- 
tions semblables, ajoutent encore, ce me semble, à l’intérêt de la 
question difficile que nous avons abordée pour le cas des formes 
ternaires. En se bornant d’abord en quelque sorte au point de vue 
algébrique, on est conduit à plusieurs théorèmes qui nous ont paru 
dignes d'intérêt, et que nous exposerons avec détail. Nous donne- 
rons ensuite un nouveau développement aux considérations arith- 
métiques déjà présentées dans notre premier article. 


PREMIÈRE PARTIE. 


L'analyse que j'ai exposée précédemment dans le Journal de 
Crelle donne sous la forme suivante, au moyen de trois indéter- 
minées À, 4, v, l'expression de toutes les substitutions qui changent 
en elle-même une forme quadratique ternaire. Posons, en conser- 
vant les mêmes notations, 

ATP 
f=ax+ a y +a"z+2bys +2b'xz + 20"xy — (a b'. S ; 
A=ab?+ ab"? + a"b"?— 2bbDb"— aa a", 

et représentons la forme adjointe par 


b— aa", b?— aa", b"?— aa 
CE D rc e 
& ab—b'b", a'b'— bb", a"b"— bb 


Nous aurons souvent besoin d'employer la valeur de g lorsqu'on 
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met À, x, y pour la première, la deuxième et la troisième indéter- 
minée; nous la désignerons par y, de sorte que 
di" g- g(À, HV), 


et nous posons enfin 
H—=A1X+uY+uZ. 


Cela étant, on aura identiquement 


J(X, J'; z) = f(X, 27 


en prenant 


{ "3 ne df df dy 
Herr (GTr)Xp ss —» VAT n LL 
a 4 df df _dy 
(L) CM CT MES À dZ du ; 
; ! J df PAS DEC 
MR UNE ET TU 


On peut le démontrer directement de la manière suivante : 


Déduisons en premier lieu des formules (1) les valeurs des trois 


df df df 





fonctions linéaires PTE 73 On trouvera sans peine 
G— y) L = ( +n +22 17) 4 X AIT, 
(2) uns n +: (24 2) — ua, 


et nous allons en conclure l'identité 


2 af af ice df df df 
Gr (2% De id a) = Gr (x nn Dr ne A7 
Multipliant à cet effet, membre à membre, les deux premières 
équations de (1) et (2), nous disposerons de la manière suivante 
les divers termes du produit 


SA ke df de) 


x df dy à mc 
Gi perte nx(s dy R)+u+0 x AL OUR 


df 2 y a) 
— 4} IA 4 be sn) RAAES FAC 


2X 13 d'y dy 
+ (+ y} X +a(ug 4 (a rue) 
 df IL, 


+ 4 un &G + y) XXI — (1+ 7) À TX 


dÀ 
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et nous concevons qu’on ait opéré de même pour les produits 


df 
1— y)2y [—y)?3 —. 
CR D Am Um do 

Or, en ajoutant membre à membre les équations ainsi formées, 
on va voir se présenter diverses sommes paruelles de termes dont 
l'évaluation est très facile. Considérons d’abord le premier terme 


df 


mis en évidence dans (1 —y}?x T? SaVOir : 


, dy Ave 
2 (1 + px(r T2 ns 


ses analogues dans les valeurs de 





df nu 
NRA 7 EAN ES 
seront 
T d° a: 7 d d° 
(+) (24 -x T1) et (+) 2 (x —Y ), 
\ 


et leur somme, que nous désignerons par le signe È mis devant le 
: 5 FR D 

premier terme, s'exprime évidemment par un déterminant à trois 

colonnes, de sorte qu’on a 


. | 
RE 
HS LC dy” AY 
Sa RTE + * Ce 
22 +4) X 0 TA 17.) >(1+ y) 7 o, 
dy 
UE 





puisque deux colonnes du déterminant sont identiques. Or, on 
trouvera de même 


l d d l l | 
sn) DR (ed 2) = G +1) df af be Fa 
| 
| 








THÉORIE DES FORMES QUADRATIQUES. 209 


et 





Maintenant, il est à évaluer cinq autres sommes partielles dont 
aucune ne s’évanouit plus. On a d’abord 


Su 
(+ ex = + y? (Rev +2). 





AX dY dZ 
Pour calculer ensuite 
Aion AT. dY d'y 
29 = A EE AO 1e 
(e az — %) ( dy g.) 

on emploiera une formule élémentaire de la théorie des détermi- 
nants qui exprime une somme de produits de déterminants à deux 
colonnes par un déterminant qui est lui-même à deux colonnes. 


En ayant aussi égard à la relation suivante, qui est facile à dé- 


montrer, 
dy df dy df , dy df 


da or, + vZ), 





on trouvera 
Gen di RER : df df . 
22 (1% — 2) 29) =sam— dr (x 2: va +L D): 


enfin, il viendra immédiatement 





CAN es - 
24h = AI = 8YATP, 


S4(1+Yy)AAXI = 4(1+ y) ATP, 


2æ+ y) À LE D 4(1+ y) AT, 


et, en ajoutant et réduisant, on obtiendra finalement, comme nous 


l’avons annoncé, 


re 2) 


‘ de sorte qu’on a identiquement 


(a, 7, 3) = JR Y, 2) 
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Nous allons maintenant donner quelques conséquences de ces 
formules que nous venons de démontrer, pour la transformation 
en elle-même d’une forme ternaire. 


IL. 


La première de ces conséquences est le théorème exprimé par 
l'égalité 
Àit+uy +vz=ÀX+uY + v2Z, 
el que nous avons précédemment fait connaître. Nous y Joindrons 


la remarque suivante : 


Selon que la substitution par laquelle f se change en elle-même 
est au déterminant + 1 ou — 1, il existe une fonction linéaire 
que la même substitution reproduit identiquement ou reproduit 


changée de signe. 
LIL. 


En mettant en évidence les indéterminées X, Y, Z, dans les for- 
mules (1), de sorte qu'elles deviennent 


z=aX+aY+a"Z, 
y = bX + L'Y + D'Z, 
z=cX+cY+c"2Z, 


les racines de l’équation du troisième degré que l’on forme en 
égalant à zéro le déterminant du système 


a — tt (42 «a 
b DE b" 
c c’ Fist 
seront 
1 — 1 + 
AA ir VE De Ÿ; 


Ainsi l’on voit que cette équation est réciproque, comme nous 
l'avons déjà dit. 
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IV. 


En formant l'expression 
NN df 
T —- _ C — — FH &) , 


on trouvera qu'elle reproduit une expression de même nature en 
X, Ÿ, 2, mais où les signes de p et y sont changés, de sorte qu’on 


obtient 
I df 11 “re I CU df \ 
a+ (Sn )=x— Œer 


et l’on trouvera de même 





RU RU NA)  df 
+0 )=r- QT +) 








M Ode dpi df 
+ (ua )=z— (ua). 


Ces formules montrent qu’en désignant par S la substitution (1), 
S ! se déduira immédiatement de S, en y changeant À, u, v de 


signe. 
\re 


Faisons suivre S d’une nouvelle substitution S', où l’on aurait 
mis À, /, v'au lieu de À, 1, v. La substitution composée SS' chan- 
geant f en elle-même sera nécessairement comprise dans la même 
forme analytique que S et S/, et devra se déduire des formules (1), 
en mettant au lieu de à, u, y des quantités £, A, ü, fonctions de À, 
u, yet de d, u/, y’. Or voici l'expression de ces quantités : 


Posons 
= pv'— vu, mm = Y\ — Ày!, n = Àu'— LÀ, 
d 

Lan bin bint= =: 5e 

1f 

M=b"l+a m+ bn — à Eure 

2 dm 

dde Rage RO Ir 

2 dn 

el 
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on aura 


AMEL 
L = — _—, 
1+T 
m—t'THren) 
1+T 
a D nee 
+ T 


Ainsi, les fonctions linéaires que les substitutions S et S'changent 
en elles-mêmes étant 


ÂAm+uy+vz et dl'x+uy+v'z, 
la fonction linéaire que reproduit la substitution composée SS/ 


sera 
Lx + My + UÜz, 


Pre. I 
ou, en omettant le facteur NUMÉTIQUE —— ; 
? Tu 


(x+uy+vs) +('x+py+vs) +(Lx+ My +Naz). 


C’est ce qu’on peut, comme on va voir, établir directement. 
D'après le théorème (IV) définissons la substitution S par les 








équations 
1 df TAXE I df d 
, I df CHERS lf df 
(3) Y (4 = GE) 
+2 ( fn; af + 7 IE COTTON 
mar ur y} 2, AX 0 LEE 


et la substitution S' par les relations analogues 








LT df , df A I , df RTE 
X+5( At S)= {0 av À à 
; ACRLN ENT a) HR De df 
(4) er 20 Le I) rl NN ER À 
(OT) EN SA EE 


de sorte que SS’ s’obtienne, en éliminant X, Y, Z, et exprimant 


2,713 en AU VPN 
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Posons ensuite, pour abréger, 


R=ÀT+HUY +vs, m—=AX+uY +vZ, H=AU+uV+vW, 
m=hlv+py+vsz, m'=\X+uYEVZ, = V\U+RV+ VW, 
o=Læ+My+Ns, d=LX+MY-+NZ, ®— LU +MV-+NW: 


nous obtiendrons immédiatement la relation 
rT+p=w—#, 


en ajoutant les équations (3) respectivement multipliées, la pre- 
mière par N, la seconde par y et la troisième par y’. Si l’on opère 
de même sur les équations (4) avec À, u, y, il viendra 

w — 0 = II + p. 


Or on a à la fois 
mc 


Gi ile 


on en conclut la relation proposée, savoir : 


THT+o = ++ D, 


AE 


La substitution composée S.S! peut être définie par trois rela- 
tions linéaires entre #, +’, et II, I, D. Posons, à cet effet, 


ENT 





et 
CNT En D) CNE US DS 
Q—y)r+2(4i+T)r=g, (1—-Y)H+2(+rT)l'=—Q, 
A(T+r+YP)=7, 2(H+0+dP)=—-R; 


on aura les équations suivantes : 


Nous remarquerons encore le résultat de la substitution des 
H. — I. 14 
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variables #, 7, © aux variables +, y, 3 dans la forme ternaire pro- 
posée. En posant en premier lieu 

ÂT+ BY + V2 =T, 

Vo + puy + v'z 


Î 


Lr + My +Nz=o, 
on a identiquement 


fr,7, 2) fm n)=gt—yr+elrr — yr?. 
On trouvera encore 
g(t, y, z2)=Af(l, m, n)C2+ VE + 9oTEn + Jr? 
en employant la substitution transposée 
æ = + X'n + LÉ, 


4 
3 = VE +vn+ NE. 


Il 


bé + un MEé, 


D'alleurs, la forme 
% Y: Af(Bm,n) 














RAA MO#0: r 
est l’adjointe de 
Ÿ2 T'Y I | 
O, 0, EF 
VIE. 


Les propositions précédentes peuvent être présentées sous un 
autre point de vue, comme se rattachant à la théorie de la compo- 
sition des formes. Elles nous semblent offrir, en effet, les pre- 
miers exemples de l'extension de la théorie, donnée par M. Gauss 
pour les formes binaires, aux formes quadratiques d’un plus grand 
nombre d’indéterminées. Concevons qu’au lieu des formules (1) 
on prenne les suivantes, où l’on a supprimé le dénominateur et 
introduit une nouvelle indéterminée o, de sorte qu’elles deviennent 
homogènes relativement à À, 4, y, o, savoir : 


d vi , 
= (p+r)X+e ( FES +) 





M zou AT ORtre 
df df\ _ dv 
pars, 2 n (EE = — —— — — 
APE AT RETX 


s= (+7) 2+0 (2 +) Tu 
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on aura 
f(æ, 7, 3) = Î(X, Y,Z)[e? — g(à, pu, v)l2. 


Ainsi toute forme ternaire est composée d’elle-même et du carré 
de la forme quaternaire 9? — g(X, x, v). Nous joindrons à ce théo- 
rème les résultats suivants, qui dépendent des mêmes principes. 
Faisons, pour abréger, 


E=umZ—vY, 

n=vX—}X2Z, 

C—=AY— px, 
ARS ÉCAUE GES TV 4 


la substutution 


Pr == 2 A 4 df pas + 
m=(p +y)X +p PE 16, 
= 2 A CLÉ EE 
RE Un 6, 

df 
AE 2 Ci RE 
3 = (p HAUSEANEE 6 


donnera identiquement 


g(æ, Vs 2) — g(X Y, BIAC DER 


Soit encore 
df df df 
ie NC Es LE 


dY az 
DR te 

En posant 
: dg 
RG OP EE Font 
MEGA S RULES 
Ï \ dr L 
3—=(p+A2?)Z + dg vf 
LT Ï PT Lure ; 

on aura 


Je, 7,23) = fCX, Y, Z)[Ap? — FC, pe, v)f2. 


Ce dernier résultat, conséquence immédiate du précédent, offre 
sous une forme analytique nouvelle les expressions générales des 
substitutions semblables pour les formes ternaires ; on les déduira 
sans peine, d’ailleurs, des formules (1). Enfin, on trouvera 


8(2,7,s3)= £8(X, Y,Z)[Ap?— f(x, p,v)]?, 


212 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 


en employant la substitution 


ave d 
y =(p+ Ap?)Y +P 2 A . 


A d 


NII 


L'étude des formes quaternaires de déterminant carré, qui 
viennent se présenter dans les théorèmes précédents, savoir : 


p? — g(À, M, v) et Ap2 "(ASE hi} 


conduira à d'importantes notions arithmétiques. Dans un autre 
travail nous essayerons d'approfondir la nature de ces formes, qui 
nous paraissent devoir offrir une nouvelle application de l’idée in- 
génieuse des nombres idéaux de M. Kummer. Elles donnent lieu 
effectivement aux théorèmes de composition que nous allons 
énoncer, et dont on trouvera sans peine la démonstration par ce 


qui précède. Posons 
£ = )p + l'p+L, 


M= pp +ump+M, 
= v9 + vp+N,; 
A = pp +T, 


où L, M, N,T ont la signification donnée ($ V). On aura ident- 
quement 
M— g(I, MU) = [pt —g(A, u, v)][p?—28(À, p', v'}]: 


En second lieu, faisons 


: [ rap OL: 1 dg 
sp (NE) SEE 
: I Naf) WA 1 dg 
ma p+ (NS) + ee 
= ! I , df , df 1 dg 


À = pp + AN pu + w'; 
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on aura 
AU — /(L, AU) = [Apt — JO, pv)][p2— 80, pv )]. 


Ces deux théorèmes comprennent, comme cas particuliers, ceux 
d’Euler et de Lagrange, sur le produit de deux sommes de quatre 
carrés, ou de deux fonctions de la forme 


a? + ay? + dbz? + abu?. 


IX. 


Nous avons déjà dit qu'en désignant par S et S' deux substitu- 
üons semblables quelconques on ne pouvait avoir la relation 


SS'—=S'S 
qu’en supposant S et S exprimables par les puissances d’une même 


substitution. C’est ce qu'on peut établir de la manière suivante : 


D'après le théorème du $ V, si l’on désigne par À, m,v; N,u/, y 
les quantités qui déterminent les substitutions S et $’, et par £, 
A, ü celles qui déterminent la substitution composée S, S’, on aura 


ENT) 

CR Er 
1+ÏI 

! UD! N\ 

nt 
I + I 

rss 
I + I 


Cela étant, si l’on permute simultanément À et N, et w/, v et y! 
de manière à obtenir les quantités analogues à £, #, ü pour la 
substitution S'S, on trouvera immédiatement que ces quantités ne 
diffèrent des précédentes que par les signes de L, M, N. La con- 
diion SS/— S'S entraîne donc les relations 


lb — O, M — O, N?=10 
et, par suite, celles-ci : 


H=10: HUE Où 110, 


puisque le déterminant relatif aux trois fonctions linéaires L, M, N 
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est essentiellement différent de zéro. Or les valeurs de /, m, nr font 
voir que À, 4, y sont aussi respectivement proportionnelles à \/, 
u/, y'; la proposition annoncée revient donc à celle-ci : 

Toutes les substitutions semblables où À, x, y sont propor- 
tionnels à trois nombres constants se réduisent aux puis- 
sances d’une seule substitution. 

Pour le faire voir, observons en premier lieu que ces quantités 
À, 1, y ont nécessairement des valeurs rationnelles, si la subsu- 
tution est à coefficients entiers. Nous pouvons donc supposer en 
général 

DE VA HR VA, 
À, , y étant trois entiers constants sans diviseurs communs, et X 
un facteur rationnel arbitraire. Cela posé, prenons six autres 
membres @/, f, y'; «”, f”, +", de telle sorte que le déterminant du 





système 
CS CRE 
a! B' y! 
PE 


soit l’unité; en faisant 
ax+B8 yY+yz=u, 


dr+Py+yz=?, 
"x + By + ne — w, 


la forme ternaire proposée f(x, y, z) se changera en une forme 
équivalente que nous désignerons par F(u, 6, æ) et dont les sub- 
stitutions semblables se déduiront immédiatement de celles de la 
proposée. Désignons, en effet, spécialement par S les transforma- 
tions semblables de f, où «, B, 7 sont supposés constants; # étant 
seul variable, les transformations semblables correspondantes de F 
seront données par la formule symbolique 


ES>-1, 


où Ë est la substitution employée ci-dessus, entre les variables x, 
y, 3 et u, », w. Or il suffira de prouver que 2S2m!est den 
forme T*; car de l'équation 


one lr 


on tirera, comme on le voit, bien facilement 


S = 2-1T2X — CSRETONT 
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Or, comme nous l’avons remarqué dans notre premier article, 
les transformations semblables de F(u, », ), données par la for- 
mule ÈSÈ-!, sont caractérisées en ce que la fonction linéaire que 
ces transformations reproduisent est simplement la variable w. Ap- 
pliquant donc cette forme F aux formules générales (1), nous y 
devrons faire w et y nuls, pour en déduire l'expression particu- 
lière des transformations ESÈ-!. On trouvera ainsi, en supposant 





=) etl'adoine (#5) 
u == U, 
_ (= 2BX AH AN) V —2ANX W—2(BA + BA)U 
1 — À}? 
ne 


et c’est là Le type des substitutions que nous devons ramener à la 
forme T2, Observons à cet effet qu'en y supposant nulles les va- 
riables & et Ü, elles doivent fournir les substitutions semblables de 


la forme binaire 
A'p2+92Bpw + A"w2. 


Cela nous conduit à faire 


er GE 2 À 


RS Er Cort 





p et q vérifiant l’équation 


A  . . RS TR ET 
Or il vient ainsi 
AE AER 
e=(p—Bg)V—A'gW— (Ba + LUE) v, 
wav + (p+Bg)W+ (8 LE) UV: 


d’où l’on tire 
A w — S'u+(B'u+A'v+Bæw)yA 
= (p+ qVA)LAW — #'U +(B'U+A'V+BW)yX] 


et 
A w — Bu —(B'u + A'r+Bw)A 


—(p  GYA)LAW— SU —(B'U+A V+BW)VA |. 
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Mais on sait qu'on peut faire 
p+qVAa=(P+QVa)", 


les entiers P et Q étant les moindres nombres qui vérifient la con- 
dition | 
P2 — XQ? = 1. 


La substitution considérée étant donc définie par les équations 


u = U 


ep BU (Bu AMP BENVIR 

= (P+QVA) LAW — SU + (B'U+A'V+BW)V/A|, 
À wœ — Bu —(B'u+A'r+Bw)yA 

= (P — Q YA)'LAW — S'U — (B'U + AV BW, 


il est évident qu'elle résulte de la substitution particulière pour 
laquelle nr — 1, prise n fois successivement. 


X. 


L'expression générale des transformations semblables donnée 
au $ [ peut être présentée sous une forme analytique bien diffé- 
rente, en cherchant à mettre en évidence les fonctions qui se repro- 
duisent à un facteur constant près, comme nous venons d’être 
conduit à le faire. On y parvient aisément de la manière suivante : 


Désignons par W/, w/, y trois quantités entièrement arbitraires, 
et employons les mêmes notations qu'au $ V, pour désigner des 
expressions analytiques de même forme, savoir : 


R=ÀT+UY +vz, HN =ÀiX+puY+yvzZ, 
m'= l'æ+ m'y + v'z, I = \'X +u'Y + v'Z, 
o=Lr+My+Nz, p—= LX + MY + NZ; 

nous trouverons d’abord, en ajoutant les équations (1), après les 


avoir respectivement mulupliées par W, w, y! 


(—y)r = (1+ y) — 29 — 2TIT. 
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En second lieu, nous déduirons des équations (2) les suivantes : 


og dx 4 








dz "dy ay PA) 

: TCAENCE PARA h 
a) (+ SE - SE) = G+nC ZX D) + tY—2 TL 

D 2 af Fo dy 
(1 1 (à Un 8) =t+n (à Vite a) +22 Au. 


Puis, en les ajoutant après les avoir mulupliées, la première par \, 
la seconde par y’, la troisième par y’, il viendra 


G—y)pg =(1+y)b —2yIl + 27. 
Ainsi, l'introduction des quantités arbitraires \', w/, v nous conduit 
à cette transformation remarquable des équations (1), savoir : 


mens 
= —92TI+(1+y)l'—- 2%, 
=  21I—-2yl+(i1+y)®; 


(1 








et nous en conclurons en dernier lieu les relations suivantes, aux- 
quelles nous voulions parvenir et qu'on vérifiera facilement : 


Tr, 
qu'—LDr+opy= VI vi (y — TI + ® ÿy), 
1+ VY 
PT 





pre vi = EVE (m rue 


Il est digne de a que les coefficients de la forme ter- 
naire, les quantités À, u, v, qui définissent la substitution par la- 
quelle cette forme se ue en elle-même, et enfin les quantités 
entièrement arbitraires W, u', y ne figurent plus dans les coeffi- 
cients de ces nouvelles relations que par les deux constantes y et T. 


XI. 


Les théorèmes de compositions relatifs aux formes quaternaires 
pi g(À, uv) et Ap?— f(x, uv), 


donnés au $ VIIL, ont été déduits des expressions générales pour 
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les transformations semblables des formes ternaires. Réciproque- 
Ï 

ment, on peut obtenir ces expressions générales comme consé- 

quence des théorèmes du $ VIIT par la méthode suivante : 


Considérons le produit des trois facteurs 
fr 8 Qu Te Cp v)LeE— ON, M v)] 


mis sous la forme 
U2— 2 (1, A UN). 


Pour obtenir les valeurs de £, A, à, & nous poserons 


À pa 37 l = pv” 2€ y! 1 7 —_ DV #% y" LL, 1 ==. uv" — vu”, 
d—|u up pu, m—=v}À— NS nm VX, OR 
V7 NE n = l'ut— piM on = Nu OST ENNNERES 
LEE 1 Li LA 
L'ENCRE INA Eee TIRE 
NL DLL 2 A1 
A À de MATE 1'éi 
] PE AE CAS D De Cu ; RE RMS be 
; > dm, 1 2 dm M 2 dm 
PE 1 df ,_rdf"| 
Ne NEC NME" 





ARRET dy dy' 
TE Canin Tien. 0 [ 
2 (1) ie du 4 Ti) j 





I / dy’ dy” dy" 
là — — À DES 7 À 
2 rxie du" RYHNUE 
! Ce d' sr ! dy 
\ ES Le y VAS 
dÀ du ds)? 
où l’on à mis, pour abréger, 


AP Fes SA ; ee je Ÿ. 


1 F 1! — 


D i— 


pour 
fG, mn), f(,m'.n), (7, man); g(XS Mu), BONUS NO PANIERS 
Cela étant, on aura les expressions suivantes : 


£ = (p2'X"+ p'o"À + p'pÀ') +(oL — 9'L'+ SL") + OT — \'T'+ XI), 
Mn = (bp p'u"+ p'o"n “a p"op') «= (o NM L 2 p' M'-- p"N 2) pu (UT — R'T'+ (AY US 
a = (p p'v" + p'p”"v ra 0" pv") Lies (pN 4 2'N'+ DEN ue OT UE y’ Le VD}; 


ht 2 (2 6" p"+ eT se p'L'+ p"T"+ A). 
Maintenant faisons 


[4 1 " 


= pm  V=—v,  p=p; 
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on aura 
D ML CLS. 


[= —T"”, Ter CX, Le, V); 
et, le déterminant à s’évanouissant, la valeur de % deviendra 


= p'Tp? — g(À, pe, v)]. 


L’équation 

B—g(L AU) = [po —25(, pv]? 804, pv) Tr 80", pe, v)] 
se réduisant donc à la suivante : 

Alpe £a, UV) — 8(£, MA = [og v)P Tr? #0, pu, v)], 


donnera 
g(£, M, U) = g(X', pm, v)[o— g(X, u, v)]?, 


et l’on en conclura 


G LA n)=eC de =) 
CO TE" Am Pier 


i 
. ) ie D | QT ue RE 
D'ailleurs on obtient pour £, m, ü les expressions suivantes : 


£ —=(p2+y)l'+2pL—2ÀT", 
M=(p2+y)u+2pM—o2ur", 
= (p2+y)v +2pN — 29”; 


de sorte que l’on retrouve ainsi l’un des théorèmes donnés au 
$ VII. Mais 1l y a une autre conséquence à déduire des considé- 
rations précédentes. 

Nommons respectivement S, S/, S” les transformations sem- 
blables de la forme ternaire f, qui sont définies par les quantités 


L/4 L/4 
y Fr 
= = 0 Do 535 9 70 3 les quantités analogues par lesquelles 
DRE PL Ps PP. pP 1 
sera déterminée la substitution composée SS'S” seront évidem- 


£ A al 4 PR \ . PEVr < Re 
ment D ny" Or l'hypothèse admise précédemment, savoir : 
Xe À u” ue y" M 
Hier re PER NRE 7a. Fe DE 
P P F P Fe k 


revient à supposer la substitution S” l'inverse de la substitution S 
(voir 8 IV) : donc toute substitution, telle que 


S S' S71, 
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k 2e À LME : ; : 
se ture de S', en y remplaçant D CRE trois fonctions linéaires 
\ 


de ces quantités qui donnent précisément une transformation en 
elle-même de la forme adjointe. 


SECONDE PARTIE. 


Nous venons de résumer tout ce que nous avons pu jusqu’à pré- 
sent üurer de l’étude algébrique des formules générales de substitu- 
uon par lesquelles une forme ternaire quelconque se change en 
elle-même. Si nous nous sommes un peu étendus sur ces considé- 
rations, c’est dans l'espoir de les lier un Jour par de nouvelles re- 
cherches à l’étude arithmétique des substitutions semblables, que 
nous avons entreprises sous un point de vue si différent en le fai- 
sant dépendre de la réduction contuinuelle d’une forme ternaire dé- 
finie à paramètres variables. Afin qu’on puisse mieux saisir ce qu'il 
y a de général dans ce point de vue, nous réunirons 1c1 les deux 
questions de l’équivalence des formes décomposables en facteurs 
linéaires, et de l’équivalence des formes quadratiques indéfinies, 
traitées par le même principe arithmétique. Dans d’autres Mé- 
moires nous donnerons les démonstrations des théorèmes que nous 
allons énoncer, désirant surtout en ce moment appeler l'attention 
du lecteur sur l'identité de la méthode appliquée à des genres de 
formes d’une nature si différente. 


Deux formes sont dites équivalentes lorsqu'on peut obtenir l’une 
d'elles en faisant dans l’autre une substitution linéaire et homo- 
gène, à coefficients entiers et au déterminant un. C’est en cela du 
moins que consiste l’équivalence arithmétique. En admettant des 
quantités quelconques pour les coefficients de la substitution, on 
aura la notion de ce qu’on peut appeler l’équivalence algébrique. 
Dans le cas des formes quadratiques à un nombre quelconque » 
d'indéterminées, et des formes du ni" degré, décomposables en 
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n facteurs linéaires, un seul et même fait analytique très simple 
déroule de cette notion. Ces formes, en effet, sont toujours algé- 
briquement équivalentes; les premières comme réductibles à une 
somme de n carrés &5 + xi +...+ x ,,les secondes comme ré- 
ductibles à un produit de n variables ,, æ1, æ5, ..., &n_1. De là 
résulte, pour ces deux genres de formes, l'existence d’un seul inea- 
riant, c'est-à-dire d’une seule fonction des coefficients, qui la re- 
produit dans une transformée obtenue par une substitution algé- 
brique, multipliée par une puissance donnée du déterminant de 
cette substitution. S'il s’agit d’une forme quadratique à n indéter- 
minées f(XosLi,...,Æn_1), NOUS définirons cet invariant comme le 
déterminant du système linéaire 


1 df 1 df df 


I I 
— 2 2 — . eo — . 
2 dT, 2 dæ: 2 ÎTo 2 24 





Pour une forme décomposable en facteurs linéaires 


* PETER EEE 
où l'on suppose 


Ui = do + bits + Cite +... + kKidn-1, 


nous le définirons comme le carré du déterminant relatif aux fonc- 


uons 
Ugo, jy, Ua, ..) Un—1. 


A 


Dans ces deux cas l’invariant, que nous désignerons par A, se 
reproduira dans toute transformée, multiplié par le carré du dé- 
terminant de la substitution. 


LI 


On peut particulariser la nature de l’équivalence algébrique de 
deux formes, en exigeant que les coefficients de la substitution 
soient des quantités réelles. Sous ce point de vue, les formes dont 
nous nous occupons n’offrent plus une seule espèce chacune, et, 
en supposant leurs coefficients des quantités réelles, on a les pro- 
positions suivantes : 


1° Les formes du ni" degré, décomposables en n facteurs li- 
néaires, sont réductibles par des substitutions algébriques réelles, 


222 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 


à L(n +1) ou +(n +2) types distincts, suivant que 7 est impaur 
ou pair. L'un de ces types est encore le produit x,æ,...æ»_, des 
variables, et les autres s’obtiendront en groupant deux à deux les 
indéterminées, et remplaçant successivement le produit des indé- 
terminées d’un même groupe par la somme de leurs carrés. Nous 
les nommerons en général types factoriels, et le nombre des fac- 
teurs d’un type, qui seront formés d’une somme de deux carrés, 
sera l'indice de ce type. 

2° Les formes quadratiques à n» indéterminées sont réductibles 
par des substitutions réelles à 7 + 1 types distincts, dont l’un est 
la somme x + xt +...+ x; , des carrés des indéterminées, les 
autres s’en déduisant en faisant précéder du signe mnoëns le carré 
de l’une, de deux, etc. ou de toutes les indéterminées. Nous nom- 
merons éndice d’un type quadratique le nombre des carrés qui 
sont ainsi précédés du signe moëns. 


La proposition relative à l’équivalence réelle des formes décom- 
posables en facteurs revient à la notion élémentaire des racines 
réelles ou imaginaires des équations algébriques; celle qui con- 
cerne les formes quadratiques, à la distinction géométrique des 
diverses courbes ou surfaces du second degré, dans les cas de trois 


ou quatre indéterminées. 


II. 


Les considérations précédentes impliquent ce théorème : gue 
deux types différents ne peuvent étre identifiés par aucune 
substitution réelle ; elles conduisent aussi à la recherche des 
conditions qui doivent être remplies par une forme pour qu’elle 
soit réductible à un type donné. Pour les formes quadratiques, 
M. Cauchy a donné l’expression suivante de ces conditions. Soient 
F (Los Li +, Æn_1) la forme proposée, A; l’invariant de la forme 
à £ indéterminées, qu'on obtient en faisant 


Tj = O0, Tj+i —= O, Tij+9 = O0, ……., Tn—1 A0 


le nombre des termes négatifs de la suite 





THÉORIE DES FORMES QUADRATIQUES. 223 


donnera immédiatement l'indice du type auquel appartient la forme 
proposée. Le premier terme A, est le coefficient de x, et 1l faut 
remarquer que, si l’une des quantités À, A;, par exemple, vient à 





i—1 È 
— et 
A; Aj+1 


donnant, l’un un signe plus et l’autre un signe moins. Remarquons 
qu’en appliquant la même règle à une transformée de f les quan- 


s’évanouir, on devra considérer les deux termes comme 


utés À,, A,, ... changent toutes en général, mais de manière que 
le nombre des termes positifs et négatifs de la nouvelle suite soit 
exactement le nombre des termes positifs et négatifs de l’ancienne. 


LV, 


Un premier point de contact entre la théorie des formes décom- 
posables en facteurs et la théorie des formes quadratiques con- 
siste en ce que la connaissance des caractères propres aux divers 
types quadratiques, que fournit si simplement la méthode de 
M. Cauchy, suffit pour arriver à la distinction des types factoriels. 
Soit, en effet, 

HU ouh 


la forme proposée, u; désignant la même chose qu’au $ I; il est 
aisé de voir que les coefficients de la forme quadratique 


Uo \2? ui \? Ua \? Le ave 
o=(—)+(—)+(—<) +...+(— 
ao di UE dn—1 


s’exprimeront rationnellement par ceux de F. Or le type facto- 
riel de F et le type quadratique de © ont précisément même 
indice. Alors, si l’un des deux détermine l’autre, J'ajouterai la re- 
marque suivante : 


Soit w une fonction rationnelle quelconque des quantités 


b C k 
Se A 47 e 2 3 
a a a 
et faisons 
D; Ci Ki 
CO; — 0 A NE + JUSE JE , 
Ai Œj (24: 


quelle que soit l’indéterminée z, les coefficients de la forme 


I Uo\ 2? I ui\? I Us \ ? | I Uni 
= ———(—) +— {+ ——|—) +..-+ — 
3 — Wo \do 3 — W: ai/ 3 — W2 \de Z2—Vn1 \dn—1 
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s’exprimeront encore rationnellement par ceux de F, où l'indice 
du type quadratique auquel appartient cette nouvelle forme sera 
l'indice du type factoriel de F, augmenté du nombre des quan- 
ütés w qui sont supérieures à z. Ainsi le nombre des quantités w 
qui sont comprises entre deux limites z, et z, sera déterminé par 
la différence entre l’indice du type quadratique f pour 3 = %, et 
l'indice du type quadratique de la même forme pour 3 = z,. 


\'e 


Arrivons maintenant à la question de l’équivalence arithmétique 
de deux formes décomposables en facteurs, et des transformations 
semblables de ces formes. Cette recherche, que nous allons rap- 
procher de celle qui est relative aux formes quadratiques indé- 
finies, repose sur les principes suivants : 


Désignons par mod?w le carré du module d’un facteur linéaire 
quelconque de F, c’est-à-dire le carré de ce facteur, s’il est réel, 
ou le produit qu'on obtient en le multipliant par le facteur con- 
jugué s’il est imaginatre. Nous considérons en même temps avec F 
la forme quadratique définie 


@ = À? mod?uo + À? mod?u, + À3 mod?us +...+ À3_, mod?u,-1, 


où les quantités Àsont des indéterminées réelles quelconques aux- 
quelles nous donnerons le nom d'arguments, et nous aurons les 
propositions qui suivent : 


1° Concevant qu'on calcule toutes les substitutions propres à 
réduire ©, pour toutes les valeurs des arguments, et qu’on fasse 
chacune de ces substitutions dans F, on obtiendra ainsi une infi- 
nité de transformées dont nous désignerons l’ensemble par le sym- 
bole (F). Cela étant, si l’on opère de même sur une autre forme F", 
et que F et F’ soient arithmétiquement équivalentes, (F) et (F’) 
seront identiques. L'opération de réduction est faite ie1 dans le 
sens que je lui ai donné dans la troisième de mes Lettres à M. Ja- 
cobi sur la théorie des nombres. 


2°. En supposant entiers les coefficients de F, ceux des formes 
contenues dans (F) le seront pareillement, et auront des limites 
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déterminées par une seule fonction des coefficients de F, à savoir 
l’invariant A. 

3° Si l’on désigne par £ l’une des formes de (F), il n’y aura au- 
cune transformation semblable de £ qui ne soit donnée par le calcul 
arithmétique de (K) tel que nous l’avons défini. 


4° Toutes les formes F, à coefficients entiers et de même inva- 
riant À, sont réductibles à un nombre fini de classes distinctes. Une 
application de cette dernière conséquence, que nous allons indi- 
quer en peu de mots, conduit à une notion importante sur les ra- 
cines des équations à coefficients entiers. 


Soit 
aa + Bær-l+,...+ôÔrv+e— au(x — a)(r—@)...(T —an1)=0 
une équation à coefficients entiers de degré n. Représentons par A 


cette fonction entière des coefficients &, 8, ... à laquelle les Géo- 


mètres anglais ont donné le nom de discriminant, et qu'on peut 
définir ainsi 


A = a—1(a; — 43) (ai — 43)... (A@n-2 — An-1}?, 


le second membre renfermant le produit des carrés des différences 
des racines prises deux à deux. Si l’on pose 


U = Toit tdi Lit... .+ ar Ty, 
et qu’on considère la forme 
HO TNLaU Us ses Un 


les coefficients de cette forme seront tous entiers; et, d’après la 
définition que nous avons donnée, son invariant reproduira pré- 
cisément le discriminant A. Observant donc que deux équations 
différentes, donnant lieu à des formes F arithmétiquement équi- 
valentes, sont réductibles l’une à l’autre par une substitution ra- 
tionnelle, on arrivera à ce théorème : 


Les équations numériques, en nombre infini, pour lesquelles 
le discriminant a une méme valeur, ne contiennent qu'un 
nombre essentiellement limité d’irrationnalités distinctes. 


He — CI: 15 
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QE 


Considérons actuellement une forme quadratique quelconque 
indéfinie et à n indéterminées. Cette forme appartiendra à un 
type d'indice #, différent de zéro; de sorte qu’on pourra trouver 
d’une infinité de manières » fonctions linéaires réelles, wo, wi, .…, 
Un_1, telles qu’on ait 


2 


ER PERTE Me ee y. 2 2 
Fe ue U ER QU RE ARE 1 TA 


ES TMC" 7 


Supposons d’abord connu un seul système de pareilles fonctions : 
tous les autres s’obtiendront en posant 


NAN Re Le pe 2 2 2 
US ur 5, UE EU PEAU CEE 

Ja 2 2 2 2 sn 2 
= UV Ui—;,. US AUTEUR ER 


et en déterminant l’expression la plus générale des quantités U par 
les quantités w. Cela revient à la recherche algébrique des substi- 
tutions semblables du type quadratique d'indice &. Or la méthode 
donnée dans mon premier article sur les formes ternaires s’ap- 
plique à des formes d’un nombre quelconque d’indéterminées, et 
conduira à exprimer rationnellement cette substitution au moyen 
de £n(n—1) quantités arbitraires (1). Nous leur donnerons le 
nom d'arguments, car on va voir qu'elles jouent le même rôle 
que les quantités À du $& V. 

En effet, nous considérons, en même temps que la forme indé- 
finie proposée F, la forme délais 


D US AU USEE EUR? 


et nous aurons les propositions suivantes : 


Concevant qu'on calcule toutes les substitutions propres à 
réduire w, pour toutes les valeurs des arguments, et qu’on fasse 
chacune de ces substitutions dans F, on obtiendra ainsi une infi- 


(1) On pourrait, sans recourir à ma théorie, déduire ces expressions de celles 
qu’a données M. Cayley, pour le type d'indice zéro. Voyez, dans le Journal de 
Crelle, le beau Mémoire, sur les déterminants gauches, du savant géomètre an- 
glais. 

5 
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nité de transformées dont nous désignerons l’ensemble par le sym- 
bole (F). Cela fait, si deux formes F et F’ sont arithmétiquement 
équivalentes, (F) et (F') seront identiques. 


2° En supposant entiers les coefficients de F, ceux des formes 
contenues dans (F) le seront pareillement, et auront des limites 
déterminées par une seule fonction des coefficients de F, l’inva- 
riant A. Un exemple des limitations de ces coefficients a été donné 
dans mon premier article, pour le cas des formes ternaires. 


3° Si l’on désigne par £ l’une des formes de (F), il n’y aura au- 
cune transformation de £ en elle-même qui ne soit donnée par le 
calcul arithmétique de (F), tel qu'il a été défini. 


4 Toutes les formes quadratiques à coefficients entiers, qui ap- 
partiennent au même type et ont même invariant À, sont réduc- 
übles à un nombre fini de classes distinctes. 


Depuis l’année 1847, où je rencontrais les principes de la ré- 
duction des formes définies, J'ai cherché à plusieurs reprises la 
démonstration rigoureuse de ce dernier théorème, et je ne suis 
parvenu qu'après bien des efforts à la théorie qu’on vient de voir. 
Il me reste à montrer comment, pour les formes binaires de déter- 
minant positif qui appartiennent en même temps aux formes qua- 
dratiques indéfinies et aux formes décomposables en facteurs li- 
néaires, on est conduit au même résultat en appliquant les principes 
relatifs à ces deux cas. 


Ayant fait 


F = Az? +2Bzxy + Gy? =(ax + by)(a'x + b'y) = uu’, 


nous aurons d’abord cette expression par le type quadratique 
binaire d'indice un, savoir : 


en posant 
U—U = 2Y, U—u —= 2", 
Soient ensuite 
U = av + a'v!, U'= Bv + f'v, 


et déterminons les constantes «, «/, 8, $ de manière à obtenir 


identiquement 
Un — Ua — y y", 
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On posera pour cela 
a —G2—1, ax'— $Bf—0, 22—8B2—=— 1, 


d’où 1l sera facile de conclure 


Or la forme définie © étant 
o = U? + U2 = (av + av)? + (Bv + 3, 
elle deviendra par ces relations 


p— (a+ B?)v?+ (au + BR’) + (a? + F2) v' 
— (a+ a?) (924 V2) + faatw 


Remettant maintenant au lieu de y et v leurs valeurs en w et w/, il 
viendra 


p—=i(a+a?)(u?+u?) +ax(u?—u?) = L(a+a)}u?+Li(x a) u?; 


ce qui est précisément la forme quadratique définie à laquelle on 
serait amené, d’après le $ V, en considérant F comme appartenant 
aux formes décomposables en facteurs linéaires. (Je reprendrai, 
dans un Mémoire spécial, la distribution en périodes des formes 
de déterminant positif, pour compléter et mettre fin en quelques 
points à ce que J'en ai déjà dit dans un Mémoire sur l'introduction 
des variables continues dans la théorie des nombres.) 


VIL. 


Pour compléter ce qui nous reste à dire des principes communs 
à ces deux grandes théories arithmétiques des formes quadratiques 
à un nombre quelconque d'indéterminées, et des formes décompo- 
sables en facteurs linéaires, nous allons exposer comment on doit 
concevoir l'opération de la réduction continuelle de l’une en l’autre 
des formes précédemment désignés par #. Nommons #, £!, #”, ... 
la série des formes contenues dans (F), F désignant soit une forme 
quadratique, soit une forme à facteurs linéaires, et S, S/, S", ... 
les substitutions par lesquelles on les a respectivement üurées de F. 
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En effectuant chacune de ces substitutions dans © on aura les 
transformées correspondantes ®, D, D”, ..., qui seront réduites 
pour certaines valeurs de leurs arguments. Or, 1l est très facile de 
voir, pour l’une et l’autre des formes , que toute transformée telle 
que ® peut s’obtenir directement par #, d’après le mode même de 
formation de © au moyen de F. Maintenant, pour arriver à saisir 
l’enchaînement de ces opérations arithmétiques de réduction con- 
unuelle, lorsque les arguments prennent toutes les valeurs pos- 
sibles, nous observerons que, au lieu d'opérer toujours sur cette 
même forme , pour en déduire successivement D, ®’, D”, ..., on 
peut concevoir l’une quelconque de ces formes, obtenue au moyen 
d’une autre précédemment réduite, en y introduisant les valeurs 
des arguments pour lesquelles elle a cessé de l'être, et lui appli- 
quant alors la méthode générale de réduction. 

Or ici est l’origine d’une notion importante, que nous allons 
présenter d’abord, dans le cas particulier de deux arguments va- 
riables. Imaginons que ces deux arguments soient les coordon- 
nées d’un point rapporté sur un plan à deux axes fixes, de sorte 
qu'à tout point de ce plan corresponde une forme « entière- 
ment déterminée. Indépendamment de toute connaissance sur la 
nature analytique des conditions que doivent remplir les coeffi- 
cients d’une forme réduite, on peut concevoir l’existence d’une 
courbe séparant les points du plan auxquels correspond une 
forme ®, toujours réduite, de ceux auxquels correspond une forme 
qui ne l’est plus. Cela posé, soient, à une distance infiniment voi- 
sine de cette courbe, Y, Z”, Z”, ..., les diverses substitutions qu'il 
faudra successivement employer pour réduire de nouveau ®; nous 
nommerons réduites adjacentes à ® les transformées ®’,®",®7, …. 
qu’on obtiendra en faisant ces substitutions dans ®. Et, si l’on ap- 
pelle £ la forme de (F) à laquelle ® correspond, nous donnerons 
le nom de formes contiguës à £, aux transformées $#/, £”, #7, ..., 
qui en résultent par les substitutions X, Z”, Z”, .... Dans le cas 
général, considérons l’ensemble des valeurs des arguments pour 
lesquelles une forme ® est réduite, ces valeurs étant telles que 
cette forme cesse de l'être lorsqu'elles subissent une variation in- 
finiment petite. Nommons encore Y, X/”, ... la totalité des substi- 
tutions propres à réduire ® de nouveau, dans cette hypothèse d’un 
changement infiniment petit dans les arguments : les réduites ad- 
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jacentes seront les transformées ®”, ®”, ... qui résultent de ® par 
les substitutions Ÿ, Ÿ”,...; et, en nommant £ la forme correspon- 
dante de ® dans (K), ses contiguës seront les transformées #’, 
£", ... qui s’en déduisent par les mêmes substitutions. 

Cette notion des réduites adjacentes conduit à imaginer la dis- 


position graphique suivante du calcul arithmétique de la réduction 
continuelle de e : 


Ayant représenté par les désignations abrégées D, ®’, D”, ... la 
série indéfinie des réduites quadratiques qui correspondent cha- 
cune à une forme de (F), nous concevrons qu’on fasse avec toutes 
ces formes un tableau dans lequel chacune d’elles sera immédia- 
tement environnée de toutes celles qui lui sont adjacentes, et aux- 
quelles on la joindra par autant de traits. De la sorte toute forme D 
se trouvera réunie par deux traits à une autre ®’; car ® ayant 
pour adjacente ®, réciproquement &’ aura pour adjacente ®. Main- 
tenant, si l’on place sur chaque double trait une désignation abrégée 
de la substitution par laquelle l’une des deux formes dépend de 
son adjacente, on aura la réunion de tous les éléments du calcul 
arithmétique dont nous avons essayé de donner une image claire 
et sensible. 

On pourra encore, dans Le tableau ainsi obtenu, remplacer chaque 
réduite quadratique par la forme $ qui lui correspond dans (F); en 
conservant d’ailleurs toutes les indications de substitutions. De là 
résultera une disposition par groupes de formes contiguës, dont on 
va voir l'usage dans la démonstration du théorème suivant. 


VIII. 


Lorsque les coeficients de la forme F sont entiers, que cette 
forme soit quadratique ou décomposable en facteurs linéaires, 
il existe un nombre finit de substitutions semblables, telles 
qu'on peut exprimer, par les produits des puissances de ces 


substitutions, toutes les transformations de cette forme en elle- 
méme. 


Je dis en premier lieu qu’il suffit d'établir ce théorème pour une 
forme déterminée £, de l’ensemble (F). Supposons, en effet, que F 
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se change en £ par la substitution Ÿ, en désignant indéfiniment 
par S les substitutions semblables de £ : toutes les substitutions de 
même nature relativement à F seront données, comme on sait, par 
la formule ESE-1. Cela posé, admettons que S s'exprime par le 
produit de diverses substitutions S', S”, S”,..., de sorte qu'on ait 


par exemple 
S—S's"s". 
En posant 


D=DS>-1 0 | T'—ZS'5 1, T'—SSPD1 TM yS"y1. 
on vérifiera de suite la relation 


T 2 T'! ÿ ire 


On voit par là comment à toute expression de la substitution S, 
par un produit d’autres substitutions, correspond une expression 
toute semblable pour la substitution T. 

Cela posé, soit ® la forme quadratique qui correspond à £. Cette 
forme sera réduite pour certaines valeurs de ses arguments; mais, 
en les faisant varier de nouveau, et considérant l’ensemble des 
substitutions qui se présentent successivement pour la réduire, 
nous avons fait la remarque ($ V et VI, 3°) qu'il n’y avait aucune 
transformation de £ en elle-même qui ne soit comprise dans cet 
ensemble de substitutions. En partant de cette proposition, qui est 
fondamentale pour ce que nous allons avoir à dire, nous raison- 
nons comme 1l suit. 

Supposons formé le tableau complet des formes de (F), disposé 
par groupes de formes contiguës, ainsi qu’on l’a expliqué plus 
haut. En vertu du second théorème des $& V et VI, ce tableau ren- 
fermera, répétées une infinité de fois chacune, un nombre essen- 
uellement limité de formes différentes. Ainsi 1l s’agit de saisir, en 
général, par quel enchaïînement de substitutions on peut toujours 
lier deux transformées identiques occupant dans le tableau deux 
places distinctes. 

Pour y parvenir, nous concevrons qu'on groupe les formes du 
tableau de la manière suivante : 


Partant d’abord de £, nous la joindrons à toutes ses contiguës, 
pour en faire un premier groupe (A). Ensuite nous regarderons la 
totalité des formes contiguës à (A) comme formant, d’une part, 
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(A) lui-même, et de l’autre un second groupe (B). Nous continue- 
rons de même en regardant les formes contiguës à (A) et (B) 
comme formant, d’une part, (A) et (B) et, de l’autre, un troisième 
groupe (GC). Enfin, ayant en général obtenu les groupes (A), (B), 
(CG), ,(K),le suivant (L) sera défini comme réunissant les formes 
qui, sans appartenir aux groupes précédents, leurs sont contiguës. 

Cela posé, j'obsérve que si deux formes égales à £ se présentent 
à deux places différentes dans le tableau général, et qu’on les prenne 
l’une et l’autre pour points de départ d’une disposition par groupes, 
on arrivera identiquement aux mêmes résultats. On se rappelle, en 
effet, que toute forme quadratique ® se déduit directement de sa 
correspondante #, dans l’ensemble (F); de sorte que deux trans- 
formées égales dans (F) ramènent des formes quadratiques offrant 
les mêmes fonctions des arguments et, par suite, les mêmes opé- 
rations de réductions successives. 

Cela étant, considérons les groupes successifs dans lesquels on 
retrouve la forme £, qui a été prise pour point de départ. Autant 
de fois cette forme se trouvera reproduite dans un groupe, autant 
on aura de transformations en elle-même. Nommons S, S/', S”, …. 
ces substitutions. De ce que nous avons dit précédemment ré- 
sulte que ce sera toujours l’une de ces substitutions qu'il faudra 
employer pour passer de £ (quelle que soit sa place dans le tableau) 
à la même forme placée dans le groupe le plus voisin. Donc, de 
proche en proche, on voit que la substitution à faire pour passer 
généralement de £ à la même forme, placée en tout autre point, 
résultera nécessairement de la combinaison successive des substi- 
tutions fondamentales S, S', S", .... 


IX. 


Il est possible de réduire de moitié le nombre de ces substitu- 
tons fondamentales ; car on démontre immédiatement, comme con- 
séquence de la manière dont elles ont été obtenues, qu’on y trouve 
simultanément S et S7!, S'et S/T1, .... Mais c’est seulement pour 
les formes décomposables en facteurs linéaires que j'ai pu obtenir 
l'expression du nombre des substitutions fondamentales, entière- 
ment indépendantes. Il est alors le même que celui des arguments 
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essentiellement distincts dans la forme quadratique +, c’est-à-dire, 
comme nous l’avons annoncé au commencement de ce Mémoire, 
la somme diminuée d’une unité du nombre des facteurs linéaires 
réels et du nombre des couples de facteurs imaginaires conju- 
gués. La démonstration de ce théorème (!) sera pour nous l’objet 
d’un Mémoire particulier, dans lequel nous montrerons comment 
nos principes s'appliquent à l’étude des équations algébriques dont 
les coefficients sont des nombres entiers. Nous terminerons en re- 
marquant que la présence d’un nombre illimité d’entiers arbitraires 
dans les transformations semblables des formes ternaires résulte 
des considérations précédentes. Car en supposant, pour fixer les 
idées, deux substitutions fondamentales S et S', l'expression gé- 
nérale des transformations semblables serait de la forme 


! s ! 
sais MS LAS OUR 


m, R, P, q étant des entiers positifs ou négatifs. Or aucune réduc- 
ton ne saurait avoir lieu entre les nombres m, n, ..., à cause de 
l'impossibilité de permuter deux substitutions distinctes, comme 
nous l’avons démontrée ($ IX, 1"° partie). 


Paris, juin 1853. 


(1) Il ne semble pas que M. Hermite soit jamais revenu sur ce théorème, qui 
présente une grande analogie avec le théorème de Dirichlet sur le nombre des 
unités complexes fondamentales dans un corps algébrique. E. P. 


——— 009 — 





SUR LA 


THÉORIE DES FORMES QUADRATIQUES. 


Journal de Crelle, Tome 47. 


SECOND MÉMOIRE. 


On sait avec quelle facilité on a pu étendre aux nombres com- 
plexes de la forme a+ bÿ/— 1 la plupart des notions arithmé- 
tiques fondamentales relatives aux nombres entiers réels. Ainsi, 
des propositions élémentaires qui se rapportent à la divisibihité, on 
est parvenu rapidement jusqu’à ces propriétés plus profondes et 
plus cachées qui reposent sur la considération des formes quadra- 
tiques, sans rien changer d’essentiel aux principes des méthodes 
propres aux nombres réels. Il est cependant certaines circonstances 
où cette extension paraît exiger des principes nouveaux, et où l'on 
se trouve amené à suivre, dans plusieurs direcuons différentes, 
l’analogie entre les deux ordres de considérations arithmétiques. 
Nous nous proposons d’en offrir ici un exemple, auquel nous avons 
été conduit en étudiant la représentation d’un nombre par une 
somme de quatre carrés. Voici d’abord la méthode nouvelle que 
nous avons suivie dans cette question. 


Désignons par À un nombre entier émpair où impairement 
pair; nous commencerons par établir la possibilité de la con- 
gruence 

TUE yY+1=0 (mod A). 


A cet effet, soit d’abord 


> 
Il 


(mod 4), 
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e représentant +1 ou —1. La progression arithmétique ayant 


pour terme général 
4Az+9eA—1 


ne contiendra que des nombres = 1 (mod 4), puisque 


2EA —1—= 02e —1=1 (mod 4). 


l 


J'observe ensuite que le premier terme, 2e — 1, et la raison 4A 
sont premiers entre eux, Car on a identiquement 


AAA —(2eA —1)(2eA +1)=1. 


Donc, d’après le théorème démontré par M. Dirichlet, cette pro- 
gression contiendra une infinité de nombres premiers qui seront 
— 1 (mod 4), et, par suite, décomposables en deux carrés. On 
pourra faire ainsi, pour une infinité de valeurs de z, 


4AÂZ+92EA — 1 = x? + y?, 


d’où l’on conclura 
a+ yi+i1=0 (mod A). 


Soit, en second lieu, 
À = >» | (mod 4). 


Tout ce qui précède subsistera relativement à la nouvelle pro- 
gression ayant pour terme général 


2A3+A—1:. 
Ainsi, la possibilité de la congruence 

+ YI+I=0 (mod A) 
se trouve établie, pour tout module impair ou double d’un nombre 
impair. | 

IT. 
Considérons maintenant la forme quadratique définie à quatre 
indéterminées 
f=(Axz+azs+fBu)}} +(Ay+au—f$z) + 22 + u?, 

où les nombres entiers & et 5 satisfont à la condition 


a+f$+i=0o (mod. A). 
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L'invariant À de cette forme sera, en valeur absolue, A; car il 
s’obtiendra en multipliant l’invariant de 


XV? 71 + Ur, 


qui est l'unité, par le carré du déterminant de la substitution li- 
néaire 
Ax+az+fu—=X, 
Ay+au—f$z = Ÿ, 
LREY AR 
u — Ce 
et l’on trouve bien facilement que ce déterminant est A?. Cela 
étant, cherchons, pour des valeurs entières des indéterminées, le 
minimum de cette forme. D’après un théorème que J'ai donné en 
général (voir mes Lettres à M. Jacob1)}, 1l sera au-dessous de la 


3 
ASP ENCORE 
limite (à) VA, et, par suite, d’après la valeur de A, moindre 
que 2 À. Mais 1l est aisé de reconnaître que les nombres représen- 
tables par fsont nécessairement = 0 (mod À); donc ce minimum 


ne peut qu'être À lui-même, qui se trouvera ainsi décomposé en 
une somme de quatre carrés. 


II. 


On peut rapprocher la démonstration précédente des méthodes 
relatives à la représentation des nombres par les formes quadra- 
tiques binaires, en la présentant sous le point de vue suivant. 
La forme 
a+ G2+r 


LS = AE + p?) + a (20 + pu) + 2B(œu — 27) + À 


(3? + u?) 
a ses coefficients entiers, et pour invariant l'unité. Elle est donc 
équivalente à 

XI Y24 724 Ur, 
réduite unique qu'on obtient pour les formes quaternaires définies 
dont l’invariant est un. Soit donc 


X=mr+my+mz+m'u, 


Y= nx-+ n'y + n'z+ n"u, 
Z = pr+ py + p'sz+ pu, 


U= 9x + g'y+g's+q'u 
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une transformation de l’une de ces formes dans l'autre : on trou- 
vera, en comparant les coefficients de x? et y?, les représentations 
suivantes du nombre À, par une somme de quatre carrés : 


A=m?+n?+p? + g?, 


A=m?+nt-+p?+ ag. 


Pour décomposer en deux carrés un nombre A, relativement au- 
quel — 1 est résidu quadratique, il faudrait de même considérer la 
forme 


=“ 


I 
AX?+2axxy + AE ÿ?, 





où l’on suppose 
ai 0 (mod A), 


et la substitution qui la Lie à sa réduite X?2 + Y?2., Mais les considé- 
rations suivantes rattacheront à un ordre d'idées plus générales 
l’analogie que nous indiquons entre ces deux questions. 


LV. 


Représentons par # et w les variables zmaginaires 
ob AT NO ES AT (SUR 
et par #, et w, leurs conjuguées 


De Mel ce UV. 
Soit de même 
NZ LL UV 7, 


MAX SV WI = Z UV —-:1, 
on pourra distinguer dans l’ensemble des substitutions réelles 


entre les deux groupes de variables +, y, 3, u d’une part, X, Ÿ, 
Z, U de l’autre, celles qui sont exprimables ainsi : 


P— dv 6 W, ÉGALE AE W} 
VD — do Vo —- bo Wa, wo = Co Vo + do Woo; 


où &, b, c, d sont encore des quantités imaginaires quelconques, 
et &o, Do; Co, do leurs conjuguées respectives. On obtüent de la 
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sorte une classe parfaitement définie de substitutions réelles, par 
rapport auxquelles on peut se poser les questions fondamentales 
de la comparaison des formes quaternaires : les deux problèmes 
de l’équivalence algébrique, de l’équivalence arithmétique et de la 
représentation des nombres par ces formes. Pour l’objet que nous 
avons en vue en ce moment, nous nous bornerons aux formes qua- 


dratiques suivantes : 


= Av + Bvw0o + Bowes + Cwwo, 


dans lesquelles les coefficients extrêmes À et C sont supposés 
réels, tandis que les coefficients moyens B, B, sont des quantités 
imaginaires conjuguées. Considérées par rapport aux variables 
primitives æ, y, 3, u, ces formes sont entièrement réelles, mais 
leur étude, au point de vue des substitutions que nous avons 
précédemment définies, repose essentiellement sur l’emploi des 
nombres complexes. On est alors conduit à leur attribuer un mode 
d'existence singulièrement analogue à celui des formes quadra- 
tiques binaires, bien qu'elles contiennent essentiellement quatre 
indéterminées. 

Les considérations suivantes, que nous présentons comme une 
première esquisse d'une théorie vaste et féconde sur laquelle nous 
reviendrons à l'avenir, offriront plusieurs exemples de cette étroite 
analogie avec les formes binaires; mais on y verra en même temps 
le germe de notions arithmétiques toutes nouvelles, qui méritent 
peut-être de fixer un instant l’attention des Géomètres. 


V. 


Le fait algébrique, sur lequel repose en entier la théorie des 


formes 
= A vo + Bou + Buvs + Cuuo, 


consiste en ce que la substitution 


po = aV +bU, Po = &o Vo + 60 Uo, 


I 
( ) Ur cV + dU, Ugo = Co Vo + do Uo 


conduit à une transformée semblable 


LR — AVVo Sta VU, re D, UV, + CUU., 
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dans laquelle les coefficients extrêmes A el € sont réels comme A 
et C, les coefficients moyens 3% et 3, étant des quantités iMmagt- 
naires conjuguées comme B et B,. On a, en effet, 

À = Aa a+B a co + Boaoc + Cc co = f(a,c; &, Co), 

0 0 

ñ —\A «a bo + B «a do + Bocbo + Ge d=ad+c%, 

à 0 ®) 

95 = A @b + Boaod +—Bc;b +Ccod RES YEARS 

00, 0do 


€ — Ab bo+B 6 dy+ Bobod + Cd dy= f(b, d; bo, do), 


I 


et ce que nous disons résulte immédiatement de ces formules. On 
en tre ensuite les conséquences suivantes : 


1° On a le théorème 
2D — HEC — (ad — bc)(& do ES bo Co) (BB, — AC). 


Ainsi l'expression BB, — AC jouera dans notre théorie Le rôle d’in- 
vartant. Nous la désignerons par A. 


2° Nommant m et n deux constantes imaginaires quelconques, 
m, et Ar, leurs conjuguées, et posant 


df CÉRART. die : df 
RAR PE De Nr on Vo: 


nv— mu = U, MP to Ho + U+, 


ce qui sera une substitution comprise dans la forme analytique gé- 
nérale des substitutions (1), je dis qu’on aura 


fo, u; bo wo) fm, n; mo, no) = VVs — AUU,. 


Effectivement, cette relation n’est autre que celle du théorème 
précédent, dans laquelle on a mis p et w au lieu deaetc,metn 
au lieu de b et d. Nous allons voir-qu’elle donne tout ce qui con- 
cerne l’équivalence algébrique des formes f. 

Supposons d’abord À positif, et mettons V (/A au lieu de V, il 
faudra au lieu de V, prendre V, V/A, et alors la forme f deviendra 


A(VV, — UUo) 


f(m,n; Mo, Ro) 


Mais, si À est négatif, en remplaçant V par VA, il faudra 
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mettre — V,ÿA pour la quantité conjuguée, et alors f deviendra 


AV AUD 
J(m,n; Mo, Ro) 


Enfin, par une nouvelle substitution qui consistera à multiplier V 
et U d’une part, V, et U, de l’autre, par un facteur et son conjugué, 
on obtiendra, au lieu des deux formes précédentes, celles-ci : 


ENV UD ME CV VISE DU 
Nous en conclurons ce théorème : 


Les formes f peuvent toujours par les substitutions (1) étre 
ramenées à l’un des trois types quadratiques quaternaires, 
d’indice zéro, d'indice deux ou d'indice quatre. 


VI. 


Ce qui précède montre que les formes f sont définies ou indé- 
finies, suivant que A est négatif où positif. Nous pourrions aussi 
en conclure que, relativement aux substitutions (1), elles ne sau- 
raient avoir d'autre invariant que la fonction À ou ses puissances. 
Mais, pour abréger, nous arrivons immédiatement aux principes 
relatifs à la représentation des nombres. 

Rappelons d’abord qu’en désignant par m et n deux entiers 
complexes sans diviseurs communs, on peut toujours trouver deux 
autres nombres complexes & et y, tels qu’on ait 


ny—nu—=I. 


Car, si l’on cherche par le procédé de M. Dirichlet le plus grand 
commun diviseur entre m» et n,1l est aisé de voir qu’un reste de 
rang quelconque dans cette opération s'exprime toujours par une 
somme de multiples complexes des nombres rm» et n. Le dernier 
de ces restes ayant, dans le cas présent, l'unité pour norme, pourra 
donc s’obtenir sous la même forme; d’où se conclut de suite la 


possibilité de la relation proposée. Cela étant, nous aurons les 
théorèmes qui suivent : 


1° Sun nombre M peut étre représenté par la forme f, de 
manière que les valeurs complexes des indéterminées + et u, 
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, et u, soient premières entre elles, l’invartant À sera congru 
suivant le module M à la somme de deux carrés. 


Supposant en effet 
NEA GS NM; Lo) 


et déterminant u et y par la relation 
Mm\—na=I, 

l'équation déjà considérée 

f(m,n; ci Ro) FC UM; V3 Ho Vo) 


d d 4 
— (m£ m FE - + n di) (mo Jen + 7 u SE) — A(mVv—nR)(MoYo — Aott) 


TT 


donnera 


De. df df ,, df\ 
= (rm a + n a) (n —— +n ne) (mod M). 


D de di 


| dé let 

Or le second membre, étant la norme de l'expression m» SE _ n À 
| du V 

est une somme de deux carrés. 


Nous voyons par là qu'à toute représentation propre de M par 
la forme f est attachée une solution de la congruence 


ati y? = (mod M) 
en prenant 


AI df af 
a + —I1=MN << +n—<—. 
1 FT MNER 
D'ailleurs, quels que soient y et y dans la relation my —nu— 1, 
les diverses valeurs qui en résulteront pour x et y seront congrues 
suivant le module M. 


2° St le nombre M peut étre représenté par f, en donnant 
aux indéterminées + et u les valeurs premières entre elles m 
et n,et à leurs conjuguées les valeurs m,, nr, et que le nombre 
complexe 
DH y Y—i 
soit la valeur de l'expression 
d d 
mn a <a _ 
les deux formes 
RE MN Ce y VU + (y) UV, 2 2 pu, 


M 
H. — I. ; 16 
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seront arithmétiquement équivalentes par la substitution 


pe =mV+nuU, Po-—= Mo Vo + Ho Uo, 


U = nV—-—yuU, Ug — ñno Vo + Yo Uo: 
où les entiers complexes m, n, ù, y vérifieront la relation 
IV nt —= I. 


3° On remarquera la complète identité des théorèmes qui pré- 
cèdent avec ceux des paragraphes 154, 155 et 168 de l'Ouvrage de 
M. Gauss. Il en résulte qu'il n’est aucune représentation propre 
de M par la forme f qui ne puisse s’obtenir en calculant toutes 
les expressions 


x?+ y? — À 


M UU, 


composées avec le nombre M et les entiers complexes æ +y4—1, 


solutions de la congruence 
x? + yÿi= A (mod M), 


et cherchant ensuite les transformations de f en chacune de ces 
formes. EL toutes ces représentations seront distinctes, si les for- 
mules de transformation sont comme ci-dessus : 


op =mV+nuU, Po = Mo Vo + Ho Uo, 
u=nV+vU, Uo = Ro Vo + Vo UÜo, 


les entiers m, n, L, v vérifiant toujours la condition 


NV\—NR=+I. 


VII. 


Après avoir fondé sur des principes identiques à ceux de 
M. Gauss, pour les formes binaires, les éléments de notre théorie, 
nous pourrons cependant voir se présenter déjà deux notions 
arithmétiques nouvelles et qui lui sont entièrement propres. La 
première consiste dans les divers ordres d'équivalence auxquels 
conduisent les substitutions 


bp — mV+uuU, o = Mo Vo + Ho Uo: 


u—=nV+yU, Us = Ro Vo + Vo Un, 


Ce 
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d’après les conditions 
MI—nU=+I, 


Î 


MY—NR—= —]I 


MmV— nu —= USE 


MV\—nu=—Yy—1. 


Nous réservons pour un autre Mémoire l’étude approfondie des 
trois ordres d'équivalence impropre. La seconde, que nous vou- 


lons étudier dès à présent, consiste dans la forme nouvelle que 
vient prendre 1c1 le caractère quadratique d’un nombre par rap- 
port à un autre; car, au lieu de la congruence 


æ? = A (mod M) 
de la théorie des formes binaires, nous avons la suivante : 
+ yi= (mod M). 
Pour plus de généralité, nous considérerons l’équation 
x? + Ay?=A (mod M), 


qui se présenterait dans la théorie des formes analogues à f, mais 





où l’on introduirait des nombres complexes x + y — À au lieu 
des nombres æ + y4/— 1. La possibilité de la résolution, et, ce 
qui est plus difficile, la recherche du nombre total des solutions, 
reposent sur les lemmes suivants : 


1° Une congruence à un nombre quelconque d’inconnues, 
et dont le module est un nombre composé, peut toujours être 
ramenée au cas où le module est premier, ou une puissance 
d’un nombre premier. 


Soit, pour fixer les idées, o(x, y) une fonction entière et à 
coefficients entiers de deux inconnues z et y, et considérons le 


cas de la congruence 
p(x, Y)=0 (mod M). 


Si l’on nomme ses diverses solutions 


LT — Ti, SE A 
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tous les systèmes de nombres entiers qui rendent la fonction o di- 
visible par M seront renfermés dans les formules 


T'= Li MX, FY=Y1+ MY, 
(A) 7h Dore , $# Ma A ; 


æ = Zu + MX, Y =Ju+ MY. 


On aura pareillement tous les systèmes qui rendent la fonction © 
divisible par un autre entier M’, au moyen des solutions de la con- 
gruence | 
o(T, Y)=0 (mod M), 


que nous représenterons par 


D Lys JF = Ji 
(A') J T'— Lo; FF = JV; 


D = Ty; DE Ju. 








Cela posé, s’il est possible de rendre la fonction & divisible à la 
fois par M et M, il faudra que l’un des systèmes (A), par exemple 


LL} + MX, V=Frk+ MY, 


coïncide avec l’un des systèmes semblables déduit des formules (A), 


par exemple 
æ = æy + M'X’, Y=Yy + M'Y. 


D'ailleurs, si l’on peut obtenir simultanément 
RE MX ES MUXS D MY 7 UE 


pour des valeurs entières de X, X’, Y, Y/, on rendra la fonc- 
tion © divisible à la fois par M et M', et, conséquemment, s'ils 
sont premiers entre eux, par leur produit. Or, en nous plaçant 
dans ce cas, on pourra déterminer déux nombres entiers M,, M}, 


de manière à avoir 
MMo — M'M = 1, 


et, si l’on fait 
X = (ay — x) M, + ËM, Y = (Yy — Yx) M, + nM, 
X'= (y 2) MI+EM, Y'=(yy—7yi)M, PM 


Qt 
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on trouvera, quels que soient les entiers arbitraires £ et n, 
cx+MX=2Y+ MX et ya MY =y,+M'Y". 


Ce qui précède subsistant évidemment, quel que soit le nombre 
des inconnues de la congruence, montre, comme nous l’avons 
annoncé, qu'il suffit de savoir la résoudre lorsque le module est 
premier, ou une puissance d’un nombre premier. | 


2° Si l'on désigne par Let uw les nombres de solutions de la 


congruence 
p(T,Y)=0 


pour les modules M et M’, qu’on suppose essentiellement pre- 


miers entre eux, uw sera le nombre des solutions de la con- 
gruence 


Lu 


(x, Y)= 0 (mod MM'). 


Il résulte en effet des valeurs qu’on vient d’obtenir pour X, X’, 
Y, Y/les relations 


ax + MX = y + MX'= x, MM, — x, MM, 


(mod MM'), 
ve + MY = y + MY = y, MM, — yxM'M; 


de sorte qu'en combinant les u formules (A) avec les y’ for- 
mules (À/), on aura les uu/ systèmes de nombres 


a = TyMM — MM, y =7;MM—y:M'M;, 


qui offriront des solutions de la congruence proposée suivant le 
module MM’. Or je dis qu'on n'aura jamais à la fois 


my MM, — 8 MMS = x MM — æ,M'M} 


| Lies (mod MM); 
Vk MM — yx;M'M} = y: MM — YiM M, 
car, suivant le module M d’abord, en observant que MM, = —1, 
on en conclurait 
Tr = Li, 
He Ji 


et ensuite, suivant le module M, les mêmes relations donneraicnt 


Th = Tir, 


! xx f 
Vr = Yi: 
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On voit qu'on n'aurait pas opéré, comme il faut le supposer, sur 
deux systèmes (xx, ÿx), (Zrs Yr), et (ti, Ji), (Zy, yi) distincts 
l’un de l’autre. 


3° En supposant la congruence v(x, y)—=0o soluble pour 
un module premier, p, elle le sera également pour le mo- 
dule p", st la fonction © est telle qu'on ne puisse avoir à la 
fois 


—L = 0 (mod p). 


Dans ce cas, en désignant par + le nombre des solutions pour 
le module p, le nombre des solutions pour le module p'" sera 


DE T: 


Représentons indéfiniment parx = Ë, y = n les solutions de la 


congruence 
p(&, Y)=0 (mod p*), 


tous les systèmes de nombres entiers, rendant la fonction 9 divi- 
sible par p”, seront compris dans les formules 


æ—=t+prxX, Y=Nn+p'Y. 


Cela étant, je dis que sous les conditions énoncées il est possible 
de résoudre la même congruence suivant le module p?*!. Effecu- 
vement, on pourra déterminer pour X et YŸ des valeurs telles que 


p(E+p?rX, n+p'Y) 


soit divisible par p**!; car, en développant, on voit qu'il suffira 
de rendre divisible par p l’ensemble des termes 


d d 
7 œil me =0 (Roges 
car l'équation indéterminée 
I do do 
— +X— +Y—i=pz 
pi? de nt 
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sera alors résoluble en nombres entiers. Soit X = X,, Y — Y,;, 
un système quelconque de valeurs pour les inconnues X et Y, il 
est aisé de voir que toutes les solutions possibles seront données 
par les formules ; 

HER T a | 


do | (mod p), 


et que les valeurs de l’indéterminée #4, non congrues suivant le 
module p, donneront autant de solutions disunctes. De là résulte 
cette expression des solutions de la congruence 


v(æ,Y)=0 (mod p+1); 


(mod p#+t), 


et comme on peut donner à t les valeurs 0, 1,2, ..., p—1, on 
voit qu’en désignant par x le nombre des solutions pour le mo- 
dule p*, le nombre des solutions pour le module p“*! sera 
RAT) — pr); d’où l’on conclut, comme nous l’avons annoncé, 


ri) — p"T1 T. 


VIIE. 


Les théorèmes précédents conduisent à une expression générale 
du nombre des solutions de la congruence &(x,y)=—=0o suivant 
un module composé quelconque, lorsqu'on connaît les nombres 
de solutions pour des modules premiers. Soit, en effet, 


M = pp... pro 


wo 


l’expression du module décomposé en ses facteurs premiers, et 7, 
Ti, --., Tw Les nombres de solutions de la congruence proposée 
suivant les modules p, p;, ..., ps, On trouvera pour le nombre y 
des solutions suivant le module M la valeur suivante : 


= praim xp imp pri ré, 
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On aura 


Pour des congruences à un nombre À d’inconnues, on aurait la 


formule analogue 
T1 nee Tu 


Mec RE eur 
r (prie porte 


Nous allons en faire l'application à la congruence particulière 
que nous avions principalement en vue, savoir 
æ?+ Ay?=A (modM\). 


Alors la détermination des nombres 7, 


tingue deux cas, suivant que — À est non résidu ou résidu de p. 


Ti, + + -VEXISC TU ONE 


Nous allons les traiter successivement. 


1° — À non résidu de p. — Dans ce cas, A lui-même peut être 
résidu où non résidu de p, de sorte qu’on peut supposer 


A = a? ou A=—AÂa? : (mod p): 
| \ 
d’où ces deux formes de congruences 
m+Ay=at et a?+Ay?=— Aa? (mod p). 
Or, en faisant dans la première, 


T = GE, J = an (mod p), 
et, dans la seconde, 
æ=Aan, YJ=aË (mod p), 


elles deviendront respectivement 
E2+An?=1 et E2 + An? =—1. 
Cela posé, — À étant non résidu de p, on aura 


(Etny—A)=i-ny—A (modp), 


An æe(Ermve a): 


d’où 


Toutes les solutions des congruences proposées seront donc 


données par les p + 1 nombres complexes En = À, qui satis- 


URKIVERSITF OT ILLIMOT. 
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font à l’une ou à l’autre des congruences binomes 
sPti = et zPti——] (mod p). 


Dans les deux cas le nombre x des solutions de la proposée, 
suivant le module premier p, suivant lequel — À est non résidu, 
sera donc 


29 — À résidu de p. — Nous pouvons ici donner une méthode 
plus générale, n’exigeant pas comme tout à l’heure que le module 
soit un nombre premier. Supposant, en effet, — À résidu d’un 
nombre entier quelconque M, on pourra trouver une représentation 
propre de ce nombre, ou d’un de ses multiples, par la forme prin- 
cipale, x? + Ay?. Soient KM ce multiple, N une valeur de l’ex- 
pression 

VERX (mod KM) 
et 





les deux formes 


x?+ Ay? et KMX?2+2NXY + M'Y? 


seront équivalentes. Or, soit 
Te ax = BY, 
= YEN +0 Y 


une transformation de l’une dans l’autre. En effectuant cette sub- 
stitution dans la congruence proposée, elle deviendra 


2NXY +M'Y2=A (mod M). 


Cela étant, on voit qu'on peut attribuer à Ÿ une valeur entière 
quelconque, mais sans diviseur commun avec le module M, et 
qu'on trouvera une valeur entière correspondante pour X, par la 
congruence du premier degré 


2NXY =A-— M'Y? (mod M). 


Cette congruence sera effectivement soluble, si 2N est aussi pre- 
mier avec M; ce qui revient à supposer le module smpair et le 
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nombre À sans facteurs communs avec ce module, comme on le 


voit par la condition 
NA =0 (mod M). 


La congruence proposée admettra donc autant de solutions qu'il 
y a de nombres moindres que M, et premiers avec M, car on ne 


pourra jamais avoir 
aX+B8Y=axX'+8pY | 


L PTS (mod M) 
yX+3Y=,X +5) 





qu'en supposant à la fois 
X=*X,, 


Y = Y”, 


c’est-à-dire qu'aux solutions distinctes de la transformée en X et Y 
correspondent nécessairement des solutions distinctes de la con- 
gruence proposée. | 

Ce qui précède conduit à la valeur suivante du nombre u des 
solutions pour un module M, par rapport auquel — A est résidu. 
Supposant 

M=prpn...pro, 

on aura 


p = pt1(p—1) X par lp 1) CRE ECS ENRE 


En combinant ensuite ce résultat avec celui qui a été obtenu 
précédemment pour les modules relativement auxquels — A est 
non résidu, on arrive à l'expression générale du nombre des solu- 
tions que nous voulions obtenir. Si l’on suppose toujours 


LS n LE ne 
M = pepipe pass 


on trouvera sans peine pour cette expression générale la forme 
suivante : 


tr GIE GS}- te - GO) 


— À ; Per 
dans laquelle (—=) est + 1 où — 1, suivant que — À est résidu 


ou non résidu du nombre premier P. 


el 
Qt 
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EX 


Les principes relatifs à la représentation des nombres par les 
formes quaternaires, que nous étudions dans ce Mémoire, nous 
conduisent à la question de l’équivalence arithmétique de ces 
formes. Dans cette nouvelle recherche, nous pourrons suivre 
encore longtemps l’analogie qui nous a déjà servi de guide, et l’on 
va voir s'établir par là de nouveaux rapports entre la théorie des 
nombres réels et celle des nombres complexes. 

Nous obtiendrons, en effet, pour la réduction des formes f\, 
lorsqu'elles sont définies, des résultats entièrement semblables à 
ceux qui concernent les formes binaires de déterminant négatif. 
Puis, en faisant de ces résultats les éléments de principes nou- 
veaux pour l'étude des fonctions homogènes à deux indéterminées 
et à coefficients complexes, nous donnerons un nouvel exemple de 
l'identité des méthodes relatives aux nombres réels etaux nombres 
complexes. Dans ce champ si vaste de recherches, nous nous pro- 
poserons surtout de revenir sur l'étude des formes du second 
degré, qui ont été déjà l’objet d’un Mémoire important de 
M. Dirnichlet. Le travail du savant géomètre laissant de côté la 
question difficile de la distribution en périodes de ces formes de 
même déterminant, j'essaierai dans un Mémoire spécial de combler 
celte lacune. On aura d’ailleurs, par ce que nous dirons plus bas 
des fractions continues complexes, une idée des fractions que nous 
emploierons. 


1° À toute forme définie à coefficients quelconques 
J = Av + Bou + Bovou + Cuuo 


correspond toujours une transformée arithmétiquement équi- 


valente 
= A VVo SE B VU, -- Bo VoU TE CUU;, 


telle que À soit non plus grand que €, et qu'en faisant 
B — m — n Y—41, B=m—ny—1, 
on ait, abstraction faite des signes, 


MEN, ŒIL 2 -A 
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Concevons qu’on effectue dans / toutes les substitutions 


po = aV + EU, Po = &o Vo + 80 Un, 
u—= CV + dU, Uuo = Co Vo—+ do Un, 


où a, b, c, d désignent indéfiniment des entiers complexes au 
déterminant ad — bc=1, et &o, Do, Co, do leurs conjugués res- 
pectifs. Cela étant, formons un premier groupe dans l’ensemble 
des transformées ainsi obtenues, de celles où le coefficient de VV, 
est le plus petit possible; puis, dans ce groupe, considérons toutes 
celles où le coefficient de UU, est lui-même un minimum. Je dis 
que la forme unique, ou les diverses formes auxquelles on par- 
viendra de la sorte, vérilieront les conditions énoncées. 
Supposons, en effet, que l’une d'elles soit 


F — AVVo Se 3 VU, + BoUVo re ŒUU, 
et qu'on ail 
D—mi-ny—:1, D —=m—ny—1. 


Désignons par et y deux quantités dont la valeur absolue soit 
l'unité, et qui aient respectivement le même signe que m et n; si 
l’on fait dans F la substitution au déterminant un 


VaË Vi LUS NS = NET 
UE Ut 
on trouvera une transformée 
F'= A'V'VE, + B'V'US + 36 V,U'+ Œ'U'Ur, 


dans laquelle 
AA, C'= AX—opm +. 


Or il suit, de la manière même dont F a été défimie et obtenue, 
qu'on aura nécessairement 


CEA: c=c 
et cette dernière inégalité revient à 
2UMTA. 
Considérons en second lieu la substitution 


V=V'vyy—:U!, Vo= Vi Venus 
U= UV", U,= U;, 
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qui est encore au déterminant wn, on arrivera tout à fait de même 


à la condition 
2Vn2Z À. 


Ainsi notre théorème est démontré. 

Nous donnerons le nom de réduites aux formes F, qui vérifient 
les conditions précédentes, et nous réservons pour la suite de ces 
recherches la discussion complète des divers cas dans lesquels 
deux formes réduites sont équivalentes sans être identiques, cette 
discussion étant intimement liée à celle des divers ordres d’équiva- 
lence impropre dont nous avons parlé plus haut. 


2° Les conditions qui viennent d’être établies conduisent im- 
médiatement à la suivante : 


ea 
et a fortiort 
es 


On en conclut 
AE < (AE — HD), 


OUERCOEC 
AE < 2(AC — BB), 


puisque F et f ont même invartant. Cette notion d’invariant, si 
facile à obtenir, est au reste la seule que supposent les théorèmes 
que nous venons d'établir, et qui donnent lieu à une longue suite 
de conséquences, comme nous pensons l'avoir déjà montré à 
propos des formes binaires dans notre Mémoire sur l’introduction 
des variables continues dans la théorie des nombres. Suivant ici 
une marche analogue, nous allons traiter en premier lieu les ques- 
ons relatives à l’approximation des quantités imaginaires quel- 
conques, par des fractions rationnelles complexes. 
Considérons, pour cela, la forme suivante : 


. uu 
J=(v—au)(vo— &ouo) + A 





dans laquelle & est une quantité imaginaire, &, sa conjuguée, et 0 
une quantité réelle quelconque. Soit 


| — AVVo—+ 8 VU, + 0 VoU ae ŒUU, 


sa réduite, et 
p = mV+nuU, °o = M0 Vo + Mo Un, 


u= nV —-— vU, Uo — no Vo + Vo Uno 
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la substitution propre à obtenir. La condition AC < — 2 A donne 


pour le coefficient minimum 4 la limite ÿ—2A. On a, d’ailleurs, 


I nno 
A=— A=(m—an)(Mo— no) + =; 
Le 


ainsi, pour une valeur quelconque donnée à 0, on peut toujours 
déterminer deux entiers complexes, m et n, tels qu’on ait 


nna 2 
(m— an)(Mo— no) + Se Up 








On ure de là les conséquences suivantes. 


Premièrement, les expressions 


nno 


(m—an)(my— ayfto) et 2 





2 


étant essentiellement positives, on a a fortiori 





n nn 2 tre 
(A) (m—an)(mo— ao) < dE nee ou nno < Ô V2. 


Secondement, le produit des mêmes expressions étant moindre 
que le carré de leur demi-somme, on aura encore a fortiort 














nno L 
(m— an)(Mms — no) X 5 . 55? 
ou bien 
f 
m — an)(Mo — don 
pe 00) < RQ 
et 
m mo I 
B — — d (7 — 4 - 
(ue ee ) no Cars 


Or la première relation (A) montre qu'étant donnée une quan- 
uité imaginaire quelconque «a, on peut toujours en approcher par 


; ; m “ 
une fraction rationnelle complexe mb de telle manière que la norme 


de m— an soit moindre que toute quantité donnée. 

La seconde relation (A) donne l’ordre de grandeur du dénomi- 
nateur de la fraction lorsqu'on fixe au-dessous de quelle limite 
doit se trouver la norme de mm — an. 

La relation (B) donne d’une manière précise la limite de l’er- 
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m \ . 
reur — — &, à quelque valeur de à que corresponde l’approxima- 
n ] 
uon obtenue. 
D'un autre côté, si nous observons que, quel que soit à, les en- 
tiers complexes m et » donnent le minimum de f, nous serons 
amenés à celte nouvelle conséquence : 


Il n'existe aucun système de deux autres nombres complexes, 
m' et n', tels que, la norme de n'étant moindre que la norme 
de n, la norme de m'— an! soit aussi moindre que celle de 
m —- an. 


Ainsi l'expression (m — an)(mçs— &ÿyn,) représente un mént- 
mum de l’expression (0 — au) (F5 — &yto) relativement à toute 
valeur complexe entière r dont la norme ne dépasse pas une limite 


À * mr 
donnée. On peut encore dire que — approche plus de a que toute 


fraction dont le dénominateur aurait une norme moindre; car, l’hy- 


pothèse 
TRS TT, 
entrainant 


(m—an')(m—an)>(m—an)(Mmi— ans), 


on en déduit, en divisant membre à membre les inégalités qui 
sont de sens contraire, 


om m 
norme | — — &a |) > norme | — — «a |). 
n n 


\ 


Nous pouvons enfin établir d’une manière complète et rigou- 
, \ ® nm CE LE PLAN a 
reuse un théorème sur les fractions > que J'ai déjà donné dans 
mes Lettres à M. Jacob1 sur la théorie des nombres. 
Considérons deux minima consécutifs de la forme f, auxquels 
correspondent les deux systèmes d’entiers complexes 


b == M, HAT GUILr, UT : 


. . . . . La 
on pourra concevoir deux valeurs infiniment voisines de 0, aux- 
quelles appartiennent successivement les deux systèmes, de telle 
sorte qu’en désignant par < une quantité infiniment peUte, on ait 


nn > 
(m — an) (mo — &ono) + ee 





(m'— an')(mi, — «an ) + =— 
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Mettons cette seconde inégalité sous la forme 


D | 


V: 


nn 
+ 5400 





(m'— an')(ms — ons) + 


02 


n élant encore infiniment petit, et muluiplions-la membre à membre 
avec la première. En faisant dans l’équation identique suivante : 


(MM, + NNo) (MM, + N'N!) 
— (MM, + NN; ) (MoM'+ NoN')+ (M'N — MN')(M/, No MoN) 


(qu'on trouve en cherchant le produit des déterminants 








N M No M, 
et 
! ! tà 1 1 
N' M N, M! 
qui figure dans le second membre) : 
M = m — an, Mo = M0 — &ono, 
M'= m'— an, Mi = mm, — on; 
n no 
NE FT No —_— rs ? 
! 
n n 
NE EN N; —= — ; 
ù ù 


le produit des premiers membres prendra la forme 


52 


1100 I 
norme [ m—an)(My— An) + | + S norme (mn —m'n), 
Ô 


le produit des seconds membres étant 


_nve 


ï N 
Ô 





Or, en négligeant n vis-à-vis des quantités finies, on en conclura, 
après avoir multiplié par 0?, 


norme (mn —mn)<o, 
et, puisque »n, n, m',n! sont des entiers complexes (!), 


norme (mn —mn)=i1. 





Cu 


(!) On peut se demander pourquoi M. Hermite ne considère pas comme pos- 
sible l’égalité norme (mn'— m'n) = 2. En réalité, cette égalité pourrait avoir 
lieu, mais alors il serait possible d'introduire une approximation intermédiaire 
satisfaisant à la condition cherchée. E. P. 
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Cette relation entre les fractions qui correspondent à deux ap- 
proximations consécutives rattache complètement la théorie pré- 
sente à la théorie élémentaire des fractions continues. Les principes 
sur lesquels nous nous sommes fondés ont donné bien rapidement, 
comme on voit, l'extension de cette théorie aux nombres com- 
plexes. La marche plus naturelle qui consisterait à prendre le 
point de départ dans le procédé donné par M. Dirichlet pour ob- 
tenir le plus grand commun diviseur entre deux quantités com- 
plexes serait au contraire sujette à de nombreuses difficultés. Il 
nous semble particulièrement impossible d'établir simplement, en 
se plaçant à ce point de vue, les propriétés de minimum des ex- 


S nm LT à (2 ie = 
pressions M — an, — — «a: propriétés caractéristiques du mode 
nm 


d’approximation des quantités réelles par les fractions continues, 
et que donne tout d’abord notre méthode. Quant au théorème 
exprimé par la relation 


I 





(m—an)(mMmo— ao) < 


in 


>2n/t 


M. Dirichlet l’a donné avec une limite numérique moins précise 
dans son admirable Mémoire sur la théorie des formes quadra- 
tiques à coefficients et indéterminées complexes. Le procédé, si 
ingénieux et si simple, employé dans cette occasion par l’illustre 
analyste, tout en conduisant par la voie la plus rapide à un résultat 
important, ne me semble pas pouvoir donner les rapports qui 
existent entre deux approximations consécutives, et qu’il faut ce- 
pendant obtenir pour mettre dans toute son évidence l’analogie 
entre les nombres réels et les nombres complexes. 


3° Les formes f, à coefficients entiers et de même tnvariant, 
peuvent étre distribuées en un nombre fini de classes. 


Les limitations données précédemment pour les coefficients des 
formes réduites font voir, en effet, que le nombre de ces réduites 
est essentiellement fini pour un invariant donné. On les trouvera 
toutes d’ailleurs par la méthode suivante : 


Soit A l'invariant proposé, et considérons, pour fixer les idées, 
seulement les formes positives. On prendra pour % tous les nombres 
entiers réels qui ne surpassent pas V— 2 À, et à chaque valeur de A 
on fera correspondre une valeur de 3, représentée par le nombre 


H: — I. 17 
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complexe æ + y V— 1; +, y constituant une solution de la con- 


gruence 
xd?+ y?=A (mod 4) 


et tel qu’on ait en valeur absolue 
DHRN: DEA 
Quant à €, on le déterminera par la relation 
D Do — AC — À, 


qui fournira toujours une valeur entière. Mais s’il arrive qu’on ob- 
uenne par là quelques formes dans lesquelles € soit < 4, elles se- 
ront à rejeter, et les autres seront évidemment des formes réduites. 
Considérons par exemple le cas de A = — 1, on aura la seule va- 
leur A —1, d’où P—0o ét, par suite, € — 1; ainsi, toutes.les 
formes f d’invariant — r sont réductibles par le genre spécial de 
substitutions que nous considérons 1c1 à la seule forme 


VV + UU:. 


Ce résultat va nous conduire très simplement au théorème de 
Jacob1 sur le nombre des représentations d’un nombre entier im- 
pair quelconque par une somme de quatre carrés. 


XIT. 


1° Dans la théorie des formes f un nombre impair quel- 
conque M est représentable par la forme 665 + uuo. 


Nous avons établi en effet que la congruence 


A+ Yi=—1 (mod M) 
est toujours résoluble pour tout module impair. Or toutes les 
formes 
F—MVVo+(x+y pi) VUo+(æ—yy—51) VU + T° Hip UU,, 


M 


ayant pour invariant — 1, seront équivalentes à la réduite unique 
Fo + UUy, Que nous avons trouvée dans ce cas. Cela étant, soit 

p = aV + DU, Po = dj Vo + 0 )U,; 

u = CV + dU, üuo = Co Vo + dU, 
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une quelconque des substitutions au déterminant ad — bc —1, 
qui donnent 
2?+ y?+ 


000 + uuo =MVV,+(x+yy—1) VU+(x NV HAVE NI UU, 


on trouvera 
M = aao + CCo; 


ce qui constitue une représentation de M par la forme 66, + uuo, 
qui est une somme de quatre carrés quand on la considère par rap- 
port aux variables réelles. 

Mais, comme conséquence de la théorie des formes f, cette re- 
présentation possède ce caractère tout particulier que les deux 
entiers complexes & et c sont premiers entre eux. Nous sommes 
amenés par là à cette conclusion (!): 


Tout nombre impair est décomposable en quatre carrés et, 
parmi ces décompositions, il en existe toujours de telles que 
la somme de deux carrés soit sans diviseurs communs avec la 
somme de deux autres. 


29 Nous allons actuellement nous servir des propositions établies 
dans ce Mémoire, pour obtenir l'expression générale du nombre 
de toutes les représentations de cette espèce. 

Représentons cette expression par w(M). Des théorèmes éta- 
blis ($ VI) résulte qu’en désignant par & le nombre des solutions 


de la congruence 
+y=—i (mod M), 


et par à le nombre des transformations en elle-même de la forme 
AT —+- UU, On aura 
N 
o(M) = po. 
Or nous établirons dans la suite de ces recherches que à — 8, de 


sorte que si l’on fait 
M = p"p1...p{v, 
on trouvera 


re (en GT 


Ainsi, dans le cas où M ne renferme qu'à la première puissance des 


(‘) En réalité M. Hermite n’établit pas la proposition énoncée, car a et € étant 
premiers entre eux, il n’en est pas nécessairement de même pour aa, et cc. Le 
théorème est cependant probablement exact. E. P. 
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nombres premiers = — 1 (mod 4), on aura 


PRG 


et la formule devenant 


(M) = 8(p+1)(pi+ 1)... (Po+1), 


on voit apparaître la fonction remarquable qui donne la somme de 
tous les diviseurs de M. Mais alors on reconnaît de suite qu'il ne 
peut y avoir d’autres décompositions de M en quatre carrés, que 
celles qui résultent des représentations propres de M dans la théorie 
des formes f par vv, + uus. Donc, en désignant par (M) l’ex- 
pression générale de toutes les représentations de M par une somme 
de quatre carrés, on aura dans ce cas : 


P(M)=gp(M)=8(p+1)(p1+ 1). (porn), 
comme Jacobi l’a trouvé par la théorie des fonctions elliptiques. 


3’ Pour arriver en général à la détermination de P(M), 1l nous 
faut recourir aux représentations impropres de M, par la forme 
00, + uu,. Ges représentations ont lieu en faisant 


De, Po = KoSo; 


u = KR; Uo = oh, 


fe étant le plus grand commun diviseur des nombres complexes w 


et ». De là résulte 
M == kko(8S0 1 Rho) ; 


par conséquent, M est divisible par #K,, et la substitution 


PSS Po — £o) 


TANT US, 


fournit une représentation propre du nombre 


M 
xx Par la forme 
j CAT) 


6Po + ut. Ayant ainsi trouvé les valeurs 
Ou 8° Vo En 80» 


DRE Up — 1), 


on en déduira celles où Æ est le plus grand commun diviseur de # 


et u, en prenant 
o= kg, Po = A8; 


Ur üuo = Ko ho. 
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De là nous pouvons facilement conclure toutes les décompositions 
possibles d’un nombre en quatre carrés. 


Soit, en effet, 
M = m2 + m2 m2 m2. 


Si, par exemple, les deux sommes m? + m2? et m”? + m”? ont un 
diviseur commun, on sait par la théorie des formes binaires qu'il 
sera nécessairement une somme de deux carrés; donc, le plus grand 
commun diviseur m sera lui-même de la forme m = 4? + Ê?, et la 


décomposition considérée résultera d’une représentation propre 


M 
de 5 par Rorme 06) EL Uuo. 


4° Ces considérations bien simples nous conduisent à exprimer 
la fonction P(M) qui désigne le nombre de toutes les représenta- 
ons de M par une somme de quatre carrés au moyen de la fonc- 
uon w(M). Soient, en effet, m,, m>2,..., m; les différents diviseurs 
de M qui sont décomposables en deux carrés; 14, u, ..., a les 
nombres de représentations de chacun de ces diviseurs par une 
pareille somme; on aura 


\ 


M M M 
P(M) — 1 Ÿ (a) —+ {42 9 (x) +... + M9 (&) 


\ 


Cette relation va nous donner le théorème de Jacobi, que nous 
allons établir dans le cas où les nombres premiers qui divisent M 
n'y entrent qu à la première puissance. 

Décomposons à cet effet M en deux facteurs, P et Q, le premier 
formé du produit pp,...p, des nombres premiers 


Em (mod 4) 
le second du produit gqg,...qs des nombres premiers 
= —I (mod 4). 


Les diviseurs décomposables en deux carrés, et désignés dans la 
relation précédente par la lettre m, seront, comme on sait, les di- 
vers termes du développement 


(1+p)(1+p1)...(1+ Po). 


Or il résulte de la théorie des formes binaires que, pour un divi- 
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seur m, composé de À facteurs premiers, le nombre y correspon- 
dant sera 2?. 


L'expression de (M) peut donc s’écrire ainsi 


EE (seal 
22 | © — | +o ref) RS 
ê PP: ; PP2 Pw—-1Pu 


M M ( M ï 
MÉÉSR ANReS 
PP1P2 \PP1P3 \Pw—2 Puw—1 Pw 


Cela posé, d’après ce que nous. avons obtenu précédemment en 
général, 


L 











EM) = 8(p —1)(p1i—1)...(Pw —1)(q +1)(gi+ 1). .(Qa +1): 


d'où l’on conclut les relations 


 ()-2e 


EM __ e(M) 
# ei = (Re 0 (Hi 


Sos, MoN NEO RP UT 
Oo) = (p—1)(pi— 1) (pa 1) 





de sorte que l’expression de (M) prend cette nouvelle forme 


PCM) = (D) [+2 D +2 DA RENER 


+200 2 





. te . Sp I 
les signes > désignant successivement la somme des quantités EN 


la somme de leurs produits deux à deux, trois à trois, etc. Orilest 
évident qu'on a ainsi le développement du produit 


(RP en RE 
[+ |) [1 + …(1+ 
PIE PISERT DhirE 


qu’on peut ramener à 








DRE Pw +1 
PAPE Pie POST 
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Nous obtenons donc, en supprimant le facteur commun 
P à \ f 

Eu). (pe 1), 

DOM} 8(p +1) (pi+ 1)... (Po +1)(9 H+1)(gi +1)... (9m EL); 
ce qui est précisément le théorème de Jacobi. 

Pour le cas plus compliqué où le nombre M contient des divi- 
seurs premiers à des puissances quelconques, nous remettons à le 
traiter lorsque nous publierons la suite de ces recherches, dans 


l’espérance de la présenter d'une manière plus concise et plus élé- 
gante que nous ne pourrions le faire maintenant. 


Paris, août 1853. 


——— © (0 —— 








NOTE 


SUR UN 


THÉORÈME RELATIF AUX NOMBRES ENTIERS. 


Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XIII, 1"° sér.; 1848. 





Depuis longtemps j'avais trouvé de mon côté une démonstration 
élémentaire suivante du théorème relatif aux nombres premiers 
AK +1. 

Supposant 


a’+i=0 (mod p), 
. [4 A . LA . « ; L] 
convertissons ; en fraction continue jusqu’à ce qu'on obtienne 


! 
Let 4 : m m . Lo ' rs 
deux réduites consécutives mere tellesque n soit<[V/petr'>\p; 


on aura, comme on sait, 





où € est <T 1. De là on tire 


na — mp =E P, 
n 


donc 
(na — mp}? < p. 


Ajoutant membre à membre avec n°? < p, il vient 
(na — mp} + n° < 2p. 
Or le premier membre de cette inégalité est un multiple enter 
de p d’après la condition 
g a?+i1=0 (mod p); 
il faut donc qu’on ait précisément 
(na — mp}? + n?= p. 


ee mm 





SUR UNE QUESTION RELATIVE 


A LA 


THÉORIE DES NOMBRES. 


Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XIV, 1"° sér.; 1849. 


Soient 2 + 1 nombres entiers 
X, 8. Ce 4 7 


dont le plus grand commun diviseur est l’unité; on propose de 
trouver tous les systèmes de 7 (n + 1) autres nombres, savoir : 


A, X , ? our), 
Fi L/4 

5e pe CCC ju), 
! A0 x 
Ÿ es Se in), 
! 22 

k9 Ve £ xt), 
! " 

MAR AR E ARAUE 


qui rendent le déterminant 


; : 
a, 2 . ITR at), atn), 
6, B’, TH BU), ur B(?, 
Ÿ; a ; yo eo y) 

L: x: kW), #tu), 
is 1. : À) À), 


égal à plus ou moins un. 
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Solution. — Nommons respectivement 
71 le plus grand commun diviseur de « etuif, 
Tee idem 71 et ve 
T3 idem T> et à, 
POLE PER A M IV ee 
Tr] idem Tnis (CEE: 
Th idem Tn-1-"CUE 


dans l'hypothèse admise, x, sera l'unité. Prenons ensuite lesnombres 
entiers 


d’après les conditions 


añ—bz — T1: 
C'Y — CT, =»; 
dd — Ans (= T7, 


Ka — Ktao = Ta—l; 


18} — Î[Tr,-: = 7 = Le 


On satisfera à la question proposée par les valeurs suivantes : 





a) = am; + M; 
BU) = bm; + M; En 
T1 


7 = CN; + N; 











les quantités 


dépendant des nombres entiers 


Mi; QI ND in D NS STE 


QUESTION RELATIVE 


par les équations 


Mrs C'nj + N; —;, 





A LA THÉORIE DES NOMBRES, 
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et toutes les solutions possibles s’obtiendront en prenant toutes les 


valeurs des n? quantités 


Mi, 


LEONE PIE Si) tr 


pour lesquelles le déterminant 


m:, Na, SRE My: 
Ii; Ta, 60 s ns 
Pi; Pa; CAD) 
S1» S2s ets Sn) 
AE La, CH ONCE ln 


égale plus ou moins un. 
Ainsi, par exemple, lorsque nr = 2, s’il s’agit de rendre égal à 


l'unité le déterminant 


| 6, B’, 6" = a(B'y"— JB) + Ba — x )+y(x 


L 
eg TON 


on aura 


avec 


ce qui donne 


œ 
a = am + M; — ; 
Ti 
8'= bmi + M, En 
T1 
! Vire 
Y = Cu + N: { 


M, — C'n; He N; Ts 


! 


ac 
a = am + — n;+ Ni, 
T 


1 


— bmi + pe rni+ N:6, 
LE 


CN: + NY; 
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on trouvera ensuite semblablement 


et l’on devra prendre pour m,, 1, M», n; indéfiniment tous 


4 = AM + 


B"— bm: + 


Y = Ca 


nombres entiers pour lesquels 


Mille — Mint I. 


S1 n — 3, la solution générale de l’équation 


(4 


TT 
| 4 

pe the 
Mr 
Tate 
N nr 
0, 0, 


4 
y 


NA 
(e) 


sera de même comprise dans les 


& = am + 
B' —= bm, Su 
! 
ŸY —= CM 
0 —= dpi 
AP AM: + 
8" = bma + 
VAE te 
Sr dp» 
a" amMat 
She bm; + 
ÿ? 2. Cn3 
De — dp; 


| 
je 


formules 


RS 


a d' 





+ P;x, 
To 2 c 


A 


f, LL 














a d' 


T2 





P3 es P3c, 


LA 


EE ps ra P36, 
-d' 


T2 


JL 00 P37; 


ni P3è. 


les 
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Voici maintenant l’analyse qui nous a conduit à ces résultats : 
Soient, pour abréger, A le déterminant des quantités 
(A) at, BU, y, ,.., JU, 


B celui du système 


(Re, 8, 0, 0, j o 
E, —u, Y; 0, (e 
ae 0, —8, Ô, , O 
(B) Ca 0, 0, —7, “I 
EME NO, 0, GES Le À 
EG), 0, 0, OX 


dont la loi est facile à saisir, et où les quantités £ sont définies par 


les équations 


QE HBE HYE +... HAE = or, 
a'Ë sas Ye" +... \'ÉU) 0. 
a"E 1 g'E" Le JE" HOPRUTE NE) — 0, 


at) E + Ba) E" se yo) E"+ D rTSAU EC) —= 0. 


De la composition des systèmes (A) et (B) résultera le nouveau 


système 





I, O, O, ….. O, Sr O, 

0, af Le. B'œ, d" Fe - B"«x, SLBOR ati) _—— GG) &, a(n) B FER BC) a, 
! 1 LL 1 "Hi x 

0, B'y — Y 8, 6 Ÿ ——— { 8, te BUG) y y® 6, ere Bur)+ to) B, 

0, y Ô EE. d Y; y +, d"Y, SUP 7% Ô —— Q (6) Y: AS re yo à == Ô(m) +, 

A D rl x en, AOX— AUX, ..., xx — Amy 


En appelant C son déterminant, ou, ce qui revient au même, celui 


des n? quantités 
(C) aB— Ba, BOy—y0B, ..., #)—AUx, 
on aura, par un théorème connu, 


(AB: 
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Or on trouve facilement, au signe près, 

BEA AYOUEX, 
donc on peut remplacer la condition proposée, savoir 


Ji \ = Si T, 
par la suivante 


dont nous allons nous occuper. 


Exposons d’abord une transformation des termes du système (CG); 
j'observe, à cet effet, que 7, désignant le plus grand commun divi- 
seur de « et $, on aura nécessairement 


at 8 —- fa = mit, 
d’où l’on tire 
(#4 


au am; Mi: 
T1 

BE = bm; + M; ie 
T1 


les nombres entiers m; et M; restant entièrement arbitraires, et & 
et bd étant déterminés par l'équation 


Au moyen de cette valeur de 8), on trouve 


Bu 





OR = bym; + Ê (Miy — y 7m). 
1 


Or, r; désignant le plus grand commun diviseur de x, et, on aura 





nécessairement 
M; y: — NiTo, 
d’où 
T 
M;=cn;+N;, =, 
T2 
su) = cn; + N; —; 


les nombres entiers n; et N; étant quelconques, c et c! dépendant 


de l'équation 
CHENCRI IE TE 
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La répétition du même calcul nous conduira de l'expression pré- 
cédente de y(? à celle de à ; il vient, en effet, 
Y0 0 — Sy = côn;+ L(N;5— Dm), 
Ta 
et posant encore 
N;:9 — dre — pins, 


F3 étant le plus grand commun diviseur de 7, et à, on en conclura 


Nr drreeePs ms 

TH} 
a ) 
Qt vu p} PDP E 
d et d’ étant donnés par l'équation 


d' Ô = dn> — T3. 


La loi que suivent ces opérations est maintenant évidente, et l’on 
en conclura, d’une part, 


au) 8 — Ba = mir, 














By —YUR — by m; + TL3, 
Si 
: : dt 
y à — dU) + — cÔn; Le ( Pi, 
To 
nn dei dir here Rue RE Ed teln ace te : 
5 . À LT 
AA — Ur = KÂs; + seit lj, 
Tn—1 


où il est essentiel‘ d'observer que m;, ni, ..., s;, l; restent Jusqu'à 
présent des entiers entièrement arbitraires. 
D'un autre côté, nous obtenons d’ailleurs 


a 
a — am; + M; —; 
T1 
; B 
BG = bm; + M; -—; 
T1 
OR TN EL 
1e — Ci M Ti L y 


dE = dp; + Pi —; 
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er les entiers M;, N;, P;, ... s'expriment de proche en proche, 
uniquement par Mj, Ri, Pi, ... au moyen de ces autres équations 


T1 
M;= cn; + N; —; 
T2 
T9 
3 
PUCES LOC CO RS 2 
rp Tn—1 
Slt ET; ete 
u7 


lesquelles ne laissent d'indéterminé que T;. 


Ces résultats obtenus, reportons-nous maintenant au système (C), 
qui à été transformé dans le suivant, savoir : 








LOT HEAR ..) MiT I; … MT; 
T2 T2 GT: T 
bym HF PE Ni, bym À cfa 47 USE bymi TELE Ii, CO, bymr AT Pre — IL ,,. 
T1 T1 Ti T 
YVT3 n ŸT3 ù {T: T 
con, + De CÔN2 + - P2: , COR + — p;, , Cons YT3 D 
v2 2 2 2 


Ty 








À nu S AT AT 
ÆXS: DE LI IE li. kKÀS2 —— lo, ... k2XSs; —+ li, .…... KA + 71 
Fe n—1 Tn—1 T—1 





On reconnaît bien facilement qu'un pareil système provient de la 
composition des deux autres, que voici : 











nt. Na, Lens Ni, .… my 
Ii, Ila, CONS A;, …..; Mn 
Pi; P2; ; Pi; ; Pn 
(1) 
Si; S2;, , Si; Ce Sn 
l1, lo, QE] li, 212 la 
et 
Mr RO O, 0, MD 
PT > 
(ENS Et) co, O0, ., O 
Ti] 
NT 
13 : 
O, O, Fr: di, ses O 
LL) 
Ce 
; OT, Ve 
(2) 0, 0, 0, eu ns EE 
T3 
0, 0, 0, 0, RL A 
AT 
où O, O, O, .. 


Ta—1 Î 
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donc son déterminant, et par suite celui du système (C), sont le 
produit des déterminants de ces deux systèmes. 
Or le déterminant du système (2) se réduit à son terme principal 


By ... LTn) 
ou simplement 


CAPE 
puisque 7, est l’unité; la condition proposée 
GE bat x 


sera donc remplie en prenant égal à l’unité en valeur absolue le 
déterminant des n? nombres entiers du système (1), ce qui est la 
conclusion que nous avions annoncée, et qu'il s'agissait d'obtenir. 


DÉMONSTRATION ÉLÉMENTAIRE 


D’UNE 


PROPOSITION RELATIVE AUX DIVISEURS 


DE z°+Ay*, 


Journal de Mathématiques pures et appliquées, t. XIV, 1"° sér.; 1849. 


Je dis que, p désignant un diviseur de la forme +? + Ay?, une 
puissance convenablement déterminée de p pourra toujours être 
représentée par cette forme, c’est-à-dire qu’on pourra toujours 
faire 

pi = X?-+ AY2. 
Soit, pour une valeur entière quelconque de &, &,, une valeur 
2. Fra, Cu 
de ÿ— A (mod pH) : l'expression 
9 0 TT + A y? 
représentera toujours des nombres entiers divisibles par p*, et Je 


dis en premier heu qu’on pourra toujours déterminer x et y de 
telle manière qu’on ait 


(æph—yau) + AY? 
P 





< 2VA. 


d V x : ; LEURS Ê 
En effet, 1l suffira de développer en fraction continue 2° jusqu'à 


ce qu'on arrive à une réduite telle que, son dénominateur étant 
lu 


nominateur de la réduite suivante. Les valeurs de + et y seront 
respectivement le numérateur et le dénominateur de cette réduite. 
Cela posé, on voit que, par une infinité de valeurs de x, on aura la 


moindre que À rU cette limite soit atteinte ou surpassée par le dé- 
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représentation d’un même multiple de pW par la forme x? + A y?. 
Ainsi, en nommant # le multiplicateur, on trouvera nécessairement 


deux équations 
kRpl= 22 AY, 


Kkp = x'?+ A y, 


dans lesquelles x — x' et y — y' seront à la fois divisibles par 4. 
Sous cette condition il vient, en multipliant membre à membre les 
deux équations précédentes, 


k2put = (xx + Ayy'} + A(xy'— yx'}. 
Or zy'— yzx' est divisible par £, puisqu'on a 
Le L!, Y=Y (mod Æ ); 


donc 1l en est de même de xxr'-+ A yy’, et, finalement, la puissance 
4 . x 5 “A a m2 2 
u + w de p se trouve bien représentée par la forme æ? + À y?. 
Il est facile de voir qu’une démonstration toute semblable s’ap- 
plique au cas de À négatif; on a, au reste, un théorème plus gé- 
néral et dont voici l’énoncé : 


p étant un diviseur de la norme d’un nombre complexe quel- 
conque, formé avec les racines mi" de l’unité, on pourra 
toujours déterminer une puissance entière de p qui soit re- 
présentée précisément par cette norme. 





SUR 


LES FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 





Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, 
tome XXXII, 1851. 





1. Les propositions données par M. Puiseux, sur les racines des 
équations algébriques considérées comme fonctions d’une va- 
riable 3, qui entre rationnellement dans leur premier membre, 
me semblent ouvrir un vaste champ de recherches destinées à Jeter 
un grand jour sur la nature analytique de ce genre de quantités. 
Je me propose de donner 1ic1 le principe de ces recherches, et de 
faire voir comment elles conduisent à reconnaitre si une équation 


quelconque 
HOUSE 


est résoluble algébriquement, c’est-à-dire si l’inconnue w peut être 
exprimée par une fonction de la variable z, ne contenant cette va- 
riable que sous les signes d'extraction de racines de degré entier. 
Les théorèmes auxquels nous serons ainsi amenés donneront, et 
sous un point de vue entièrement nouveau, le beau résultat obtenu 
par Abel sur la possibilité d'exprimer algébriquement sin am (2) 
par sinam(æx). Je me borne 1c1 à la question de la résolution par 
radicaux; plus tard je ferai, au même point de vue, l'étude des 
équations modulaires, et je montrerai comment les théorèmes de 
M. Puiseux conduisent à effectuer l’abaissement de ces équauons 
dans les cas annoncés par Galois, dont les principes serviront d’ail- 


\ 


leurs de base à tout ce que nous allons dire. 


2. Soit 
P(z)=0 


l'équation dont les racines, mises pour 3 dans l'équation proposée 


Ffusss)=0o; 
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lui font acquérir des racines multiples; désignons ces diverses va- 
leurs de 3 par 


Æ()s Æ]; .…..) Zy—1) 


et, après avoir tracé dans un plan deux axes rectangulaires, repré- 
sentons-les par autant de points que nous nommerons respecti- 
vement 

he 


JF; 
Soient enfin, pour un point quelconque P du plan, 
Lo. U], STE Vo U ypn—1; 


toutes les racines de l’équation proposée; M. Puiseux, et c’est là 
une partie essentielle de ses recherches, a donné le moyen de 
trouver la substitution qui s'opère entre les valeurs initiales w, 
Ui,-.., Um_1 des racines de la proposée, quand la variable z décrit 
un contour fermé partant du point P, et embrassant l’un des points 
Lo, 1, ..., Ly_1, pour revenir au même point P. Représentons 
symboliquement par S; la substitution relative à un contour élé- 
mentaire comprenant le seul point Z;; on aura les théorèmes sui- 
vants : 


Tuéorëme 1. — Toute fonction des racines u, invariable par 


les substitutions 
SOON ET RER 


pourra être exprimée rationnellement par la variable z; el 
aussi la proposition réciproque. 

Tuéorëme IL. — Toute fonction des racines u, déterminable 
rationnellement en z, est invariable par les mêmes substitu- 
tions 

SRE AS 

Le groupe des substitutions en question jouera donc précisé- 

ment le même rôle que le groupe de l’équation irréductible en V 


de Galois. 


Démonstration du théorème I. — Soit U la fonction des racines 
Uos Ui, +. Um_1, Qui vérifie les conditions du théorème T; 1l est 
évident qu’on pourra toujours établir entre cette fonction et la va- 
riable 3 une équation rationnelle. En second lieu, si l’on fait décrire 
au point P un contour fermé quelconque, la fonction reprendra 
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toujours la même valeur initiale; donc, d’après une remarque qui 
appartient encore à M. Puiseux, U est une fonction entièrement 
rationnelle de 3. 


Démonstration du théorème IT. — Toutes les valeurs que pour- 
rait acquérir la fonction UÜ, en appliquant aux racines &5, wi, ..., 
Um_1, Les substitutions S5, Si, ..., Su_1, sont autant de valeurs ini- 
uales qu’on obtiendrait lorsque le point P, ayant décrit un contour 
quelconque, serait revenu à sa position primitive; si donc la fonc- 
uüon U remplit les conditions du théorème IT, c’est-à-dire si elle est 
rationnelle, ces valeurs seront toutes les mêmes; done, etc. 


3. Je vais maintenant faire voir, par un exemple très simple, 
une première application de ce qui précède. 

Le degré de l’équation proposée F(4, z) = o étant un nombre 
quelconque m, supposons que les divers systèmes circulaires de 
M. Puiseux soient tous identiques en embrassant toutes les racines, 
ou bien qu’ils soient réductibles tous aux puissances d’une même 
substitution circulaire d'ordre m, suivant l'expression employée 
par M. Cauchy, l'équation proposée sera résoluble par radicaux 
relativement à z. | 

En effet, si l’on désigne par 2 une racine quelconque de l’équa- 
on binome 4”? — 1, la fonction suivante 


(Uo+ au +a us +... .+an-lum-_3)" 


reprendra toujours la même valeur initiale, quel que soit le contour 
fermé qu’ait décrit le point mobile P en revenant à sa première 
position; donc cette fonction sera déterminable rationnellement 
en 3; donc, etc. | 


4. Actuellement supposons que le degré m soit un nombre pre- 
mier ; la condition nécessaire et suffisante de solubilité par radi- 
caux consiste en ce que toute fonction des racines invariable par 
les substitutions de cette forme spéciale, savoir : 


U }e 
) 
Uak+b 


\ D 


a et d étant tous les entiers pris suivant le module m», ainsi que 
lindice variable k, soit rationnellement connue. 


FONCTIONS ALGÉBRIQUES. 279 


Donc, d’après le théorème IF, la condition nécessaire et suffi- 
sante de solubilité revient à ce que : 


Les substitutions S,, S:, ..., Sy_,, données par les principes de 
M. Puiseux, soient toutes de la forme ci-dessous : 


Êuz ) 
pos 

Pour établir de la manière la plus simple la possibilité de la 
résolution par radicaux, je raisonnerai ainsi : 


Posons 
o(a)=(u+au + ut... +an—-luy_;)"; 


4 


et désignons par p une racine primitive pour le nombre premier mn ; 
en employant une racine 8 de l’équation Ê#71 — 1, nous considé- 
rerons la nouvelle fonction résolvante 


T2 [e(x) + Be(af) + Beat) + prro(af) 


et je dis que cette fonction est invariable pour toutes les substitu- 


Uak+b 
Pour cela, il suffit de prouver qu’elle ne varie point pour les deux 


substitutions 
{ur ) 
| U +1 


U}: 
; 
(72 ok 


car la précédente résulle des produits des puissances de celles-c1. 


a 


\ Ux+1 / 


tions 


el 


Or la première 


laisse invariables toutes les quantités 
/ 2 m—2 
(x), o(aP), e (af 4 ….) o (af à 


Quant à la seconde 
ie ) 
Uk 
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elle n’a d'autre effet que de remplacer chaque terme de la suite 
ci-dessus par le précédent, le premier devenant le dernier; or une 
telle substitution n’altère pas la valeur de T, donc T est bien inva- 
riable par toutes les substitutions 


( U}: ) 
Ua k+b 


Donc enfin T est une fonction rationnelle de 3, facilement déter- 
minable par la théorie de M. Puiseux, si les divers systèmes circu- 
laires pour les points Z,, Z,, ..., Z,_, sont de la forme que nous 
leur avons assignée. 








SUR L’EXTENSION DU THÉORÈME DE M. STURM 


A UN 


SYSTÈME D'ÉQUATIONS SIMULTANÉES. 


Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, 
tome XXXV, 1852. 


Le théorème de M. Sturm a pour objet de déterminer le nombre 
des racines réelles d’une équation à une inconnue, qui sont com- 
prises entre deux limites données. Je me suis proposé, dans le Mé- 
moire que Jai l'honneur de soumettre à l’Académie, une question 
analogue pour deux équations simultanées, et qu’on peut énoncer 
ainsi : Considérant l’une des inconnues comme l’abscisse, et l’autre 
comme l’ordonnée d’un point rapporté à deux axes rectangulaires, 
déterminer le nombre des points auxquels correspondent des solu- 
tions des équations proposées, et qui sont compris dans l'intérieur 
d’un rectangle donné. Cette question se trouve résolue de la me- 
nière suivante. Désignons les sommets du rectangle par les lettres à, 
b, c, d, et supposons les côtés ab et ad respectivement parallèles 
aux directions positives des axes des abscisses et des ordonnées. 
On substituera successivement les valeurs numériques des coor- 
données de ces quatre points à la place des lettres x et y, dans une 
certaine suite de fonctions de ces deux variables; et en désignant 
par A, B, C, D les nombres de variations que présente cette suite, 
lorsqu'on prend pour les variables les coordonnées des points @, b, 
c, d, on aura, pour le nombre cherché, la valeur 
A—B+C—D 

- ; 





TI 


Ce résultat est, comme on voit, entièrement analogue à celui du 
théorème de M. Sturm; cette analogie se maintient encore lorsque 
l’on considère trois équations simultanées au lieu de deux. Dési- 
gnant alors les inconnues par æ, y, 3, on les regardera comme les 
coordonnées d’un point de l’espace rapporté à trois axes rectangu- 
laires, de sorte qu’à chaque solution des équations proposées 
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ré ponde un point déterminé. Cela posé, considérons un parallélé- 
pipède droit, dont les bases parallèles au plan des xy soient les 
rectangles abcd, a'b'c'd'. Nous supposerons les côtés ab, ad pa- 
rallèles aux directions positives des x et des y, et les droites aa, 
bb', cc', dd! parallèles à la direction positive de l’axe des z. Cela 
étant, le nombre des points représentant des solutions et compris 
dans l’intérieur de ce parallélépipède sera déterminé de la manière 
suivante : 

Désignons respectivement par À, B, C, D, A’, B', C, D' les 
nombres des variations que présente une certaine suite de fonctions 
de trois variables, lorsqu'on substitue à ces variables les valeurs 
numériques des coordonnées des points a, b, c, d, a/, b', c', d', le 
nombre cherché sera donné par la formule 


n = 1[(A — A!) = (BB) (GC CHE ENST 


IL est remarquable qu'il existe un grand nombre de suites jouis- 
sant ainsi de propriétés semblables à celles des fonctions de 
M. Sturm, dans la théorie des équations simultanées. Voici la plus 
simple pour le cas de deux équations prises, si l’on veut, sous la 


forme 
FÉRBTEt6 = Dr; 


F(x) étant un polynome entier, et b(x) une fonction rationnelle 
de zx. 

Nommons æ1, Z:, ..., &m les racines de l'équation F(x)=0; 
Vis Vos <<, Jm les Valeurs correspondantes de y, S; la somme 
symétrique M ST | 
Li + Ai +... Tim 
et T; la suivante 

ViLi + YaLTa FEV mEms 
le premier terme de la suite sera l'unité, et les autres les détermi- 
nants des systèmes 
1 æ I T æ? | 
To—Soy Ti—S;y To — Sy 
Ti—Siy To—Soy Ts —Ssy | 
| l Z mi T° 


To SP EST TES PANNES 





To — So Y T, — S1Y ‘ 


? 


14 = S1Y To — S2 Y T3 = S3V j + € S, , ‘elec 
T, = S2 Y T3 = S3 { == SV T; - S 5 
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le dernier terme est le déterminant à m 1 colonnes obtenu en 
continuant la même loi. En général, c’est au moyen de fonctions 
symétriques des racines des équations proposées que se trouvent 
immédiatement exprimées les fonctions analogues à celles de 
M. Sturm, et les propriétés de ces fonctions sont déduites de leur 
loi même de formation. L'idée d'introduire ainsi explicitement les 
racines est due à M. Sylvester, qui, Le premier, a montré comment 
elles entraient dans la composition des fonctions de M. Sturm; 
M. Cayley a fait voir ensuite avec élégance comment les propriétés 
élémentaires des déterminants permettaient de transformer les pre- 
miers termes des formules de M. Sylvester en d’autres qui con- 
tiennent seulement les sommes des puissances semblables des ra- 
cines (!). Ce sont aussi des expressions analogues à ces sommes, 
pour le cas de deux équations simultanées, qui figurent dans nos 
formules et qui les rapprochent de celles du savant géomètre. Mais 
le fait le plus important qui ressort de mes recherches consiste 
dans l'existence d’une infinité de fonctions possédant les propriétés 
de celles de M. Sturm, pour une ou plusieurs équations. Cela 
ouvre la voie à des recherches importantes, sur lesquelles je pourrai 
peut-être revenir dans une autre occasion; je me bornerai pour le 
moment à celte remarque, que les conditions de réalité des racines 
d’une équation à une inconnue peuvent s’exprimer uniquement à 
l’aide des fonctions rationnelles des coefficients qu’on nomme 


hyperdéterminants ou tnvariants. 


(') Tomes IX et XIII du Journal de Mathématiques de M. Liouville. 





REMARQUES 


SUR 


LE THÉORÈME DE M. STURM. 





Comptes rendus des séances de l’Académie des Sciences, 
tome XXXVI; 1853. 





En représentant par V — 0 une équation quelconque de degré m, 
dont les racines soient a, b, ..., &, l,etpar V,, V2, ..., V,, la suite 
des fonctions de M. Sturm, on a, d’après le beau théorème de M. Syl- 
vester, les expressions 


RD 
be ÈS , 
ACL 


V 
ER (a—b}Yy 
ete 

Vi ÿ(a—b} (ae) (be) 
Fv-2 CE ANSE 











Ve (a —0) 2(a—c}?...(k— 1} 
VAS (= à) (ee 








J'ai remarqué qu’en désignant par À, B, ..., K, L des fonctions 
rationnelles semblables de a, b, ..., k, L, de telle sorte que 
Ava), MNB= 916) 00 ORIERSSS 


les nouvelles fonctions 





RE , 
TX — € 


re ERA 
D de 
Vs _ eee c» 


(æ—a)(x—b)(x —c) 











: } 


Vm __(A—B} (A — CG)? LEUR 
Va Ce de TA 
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ont les mêmes propriétés que celles de M. Sturm. Ainsi l’on a cette 
proposition : Pour une valeur réelle de à, le nombre des termes 
posiufs de la suite 





représente le nombre des couples de racines imaginaires de l’é- 


quation 
VE ON 


augmenté du nombre des racines réelles moindres que x. Le 
nombre des termes négatifs serait le nombre de couples des racines 
imaginaires, plus le nombre des racines réelles supérieures à +. De 
là se ure immédiatement le théorème de M. Sturm, sous la forme 
que lui a donnée l’illustre géomètre; mais les énoncés précédents 
sont ceux que fournit d’abord la méthode que j'ai suivie. 

En considérant deux équations à deux inconnues dont les solu- 


uons simultanées, en nombre m, soient 
D y= 0. ak, y =K, m1, y=1% 


je désigne d’une manière analogue par À, B, ..., K, L, des fonc- 
uons rationnelles semblables de ces solutions, de sorte que 


DE (ed), B='e(0;, 0), RCE 0 CL) 


Cela étant, les expressions suivantes, fonctions rationnelles symé- 
ne de ces solutions, savoir : 


T - Deer DR 


U; CA B)} 
U = DE alter by 01) 


Us (A—B}? ONEREUE (DEC 
ait D, Ter Rene 








et, en dernier lieu, 


(E500 D a et Re Le 
RTE SET GET DE (æ—l)(y7 —1) 


donnent lieu à cette proposition s 


Pour un système donné de valeurs réelles de x et y, le nombre 
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des termes positifs de la suite 


représente le nombre des couples de solutions imaginaires, aug- 
menté du nombre des solutions simultanées réelles x = à, y = a’, 
pour lesquelles (x — a)( — a') est positif. Le nombre des 
termes négatifs serait le nombre des couples de solutions imagi- 
naires augmenté du nombre des solutions réelles, pour lesquelles 
(æ— a)(y — a) est négatif. | 

D’après cela, si l’on représente par (x, y) le nombre des termes 
positifs de notre suite, on trouvera très aisément que le nombre 
des solutions simultanées réelles, pour lesquelles on a à la fois 


TZ To; DST; 


RAA ENT 


est donné par la formule 
I : 
= LC V1) + ro: Yo) — (1: Yo) = Co, ren 


Ces nouvelles fonctions auxiliaires sont plus simples que celles aux- 
quelles j'étais arrivé dans un précédent Mémoire; elles n’exigent 
point que l’on connaisse d'avance si, à une valeur de l’une des in- 
connues, correspond une seule ou plusieurs valeurs de l’autre in- 
connue. Dans le cas des solutions égales, elles se comportent comme 
celles de M. Sturm; la dernière fonction U,, s'évanouissant, toutes 
les autres U, U,, ÜU», ... acquièrent un facteur commun, tel que 
(x — a)(y — a’), et, après la suppression de ce facteur, la nou- 
velle suite présente, avec un terme de moins, exactement la même 
composition analytique et les mêmes propriétés que l’ancienne. On 
peut aussi démontrer que trois fonctions consécutives sont liées 


par une relation de la forme 
PU; ta QU:;:: RE RU;:: — O, 


où les coefficients extrêmes sont des carrés, de sorte qu’en général, 
si une fonction s’évanouit, la précédente et la suivante sont de 
signes contraires. Mais c’est là une conséquence et non le principe 
de ma méthode, qui repose sur quelques propriétés élémentaires 
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© 
e# 
I 


des formes quadratiques. On s’en rendra compte aisément en re- 
marquant que les fonctions 


NACRE AT ENT 


sont respectivement les invariants des formes quadratiques 


D — (Xo+AX), 


CENT 





I 
ÆdT—a 





(Xo + AX1 + A2X, }?, 





I = r 7 \ 
7 agp (Xo + AXi +...+ AnmIX,,_; )?. 


J'ai ainsi retrouvé, dans une recherche purement algébrique, ce 
genre spécial de formes quadratiques, que J'ai considérées tant 
de fois dans mes recherches de théorie des nombres (Journal de 
Crelle, 1. 40 et 41). Pour les équations à deux inconnues, les 
formes analogues sont 


I 
TER ES CRE GTS 
eee du) 
I 
M En A AN AIN) 
ÿ ne 0 (Xo + AX; + A?X;)?, 
et, en dernier lieu, 


> D (Xo + AX; + A2X2 rte AmX ni). 


— (00 —— 








SUR LA DÉCOMPOSITION 


D'UN 


NOMBRE EN QUATRE CARRÉS. 


Comptes rendus des séances de l’Académie des Sctences, 
tome XXXVIT:; 1853. 


Des recherches sur les nombres complexes m'ont conduit à la 
démonstration suivante du théorème de Fermat sur la décomposi- 
on d’un nombre en quatre carrés, que je vais exposer en peu de 
mots. 

Désignant par À un nombre entier impair ou impairement pair, 
nous commencerons par établir la possibilité de la congruence 


1224 YA TE" D (mod A). 


A cet effet, soit d’abord 
A 


Il 


[Q] 


(mod 4), 


e représentant + 1 ou — 1; la progression arithmétique ayant pour 
terme général 


4 À 3 + 925A sat 
ne contiendra que des nombres = 1 (mod 4), puisque 


2EA —1—=9222—1 = (mod 4). 


J'observe ensuite que le premier terme 2eAÀ — 1 et la raison 4A 
sont premiers entre eux, car, de ces deux nombres, l’un est pair, 
l’autre impair, et la relation 


GeA —2(2eA — 1) = 2 


montre qu'ils ne pourraient avoir d'autre diviseur commun que 2. 
Donc, d’après le théorème démontré par M. Dirichlet, cette pro- 
gression contiendra une infinité de nombres premiers qui seront 
= 1 (mod 4) et, par suite, décomposables en deux carrés. On pourra 
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faire ainsi, pour une infinité de valeurs de 2, 
AA3+9sA—I— x? + y?; 
d’où l’on conclura 


LT +YiH I = 0 (mod A). 


Soit, en second lieu, À = 2 (mod 4); tout ce qui précède subsis- 
tera relativement à la nouvelle progression arithmétique, ayant 
pour terme général 

EVA NES ET. EE” l. 


Ainsi la possibilité de la congruence 


X'+yY?+i=o (mod A) 
se trouve établie pour tout module impair, ou double d’un nombre 
impair. 
Considérons maintenant la forme LUE définie à quatre 
indéterminées 


f=(Ax+az+fu)+(Ay—Bz+au) + 31+ u?, 


où les nombres enters & et $ satisfont à la condition 


a+f$f?+i=o (mod A). 


L'invariant A de cette forme sera en valeur absolue A‘; donc, si 
l’on cherche son minimum pour des valeurs entières des indéter- 
minées, on trouvera, d’après un théorème que ] ‘ai donné en gé- 


néral, un nombre au-dessous de la limite a V/A, et, par suite, 


moindre que 2 À. Mais il est aisé de reconnaître que les nombres 
représentables par f sont nécessairement des multiples de À; donc 
ce minimum ne peut qu'être À lui-même, qui se trouvera ainsi 
décomposé en une somme de quatre carrés. 

Dans un de mes Mémoires (!) sur la théorie des formes quadra- 
tiques, publié dans le Journal de Crelle, on pourra voir comment 
l'analyse précédente conduit à l’expression du nombre de toutes 
les décompositions possibles, que M. Jacobi a obtenu le premier 
par la théorie des fonctions elliptiques. 





(1) Voir p: 259 et suivantes de ce Volume. | | PR RDS 


— “tr à Q Q — 





REMARQUES 


SUR UN 


MÉMOIRE DE M. CAYLEY 


RELATIF AUX DÉTERMINANTS GAUCHES. 


(Cambridge and Dublin Mathematical Journal, IX, 1854.) 





M. Cayley a nommé système gauche symétrique un système 
de nr? quantités, représentées par À,, en attribuant aux indices 
toutes les valeurs entières depuis 1 jusqu’à n, lorsqu'on a la con- 


dition générale 
Âr.s Eh FT ES 


d’où résulte 
À? 10, 


De pareils systèmes jouissent de propriétés importantes qui 
jouent un grand rôle dans les diverses circonstances analytiques 
où ils se présentent, et M. Cayley en a fait lui-même un nouvel 


usage pour la solution de cette question ’ 


Obtenir toutes les transformations d’une forme quadra- 
tique en elle-même lorsque cette forme est une somme de 
carrés. 

Je me propose de donner ici des formules analogues à celles de 
M. Cayley, pour la transformation en elle-même d’une forme qua- 
dratique quelconque. 

Le problème peut être posé : f(t1, Ze, ..…., x») désignant la forme 
quadratique proposée, trouver l’expression la plus générale des 
quantités X4, Xo, ..., Xy, qui donnent 


FX Xo: Oo, X») = f(L1, L, RIT Ie 
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Pour cela, j'imagine que les quantités X et + soient exprimées par 
des indéterminées auxiliaires £, de sorte qu’on ait en général 
X, —— Ly —= 2€ 


4679 


et, sous celte condition, on va voir qu'il est très facile d'obtenir 
l'expression générale de X et x en &. On a, en effet, 


Tr 2 4 
X, —— 26r DE 0 Ty; 


donc 
(1) EXT, Xe, ) = (21 — Xa, 268 — T2, ….), 


ou, en développant le second membre, 
: d d 
(2) FX; X», .….) 7 AE; £o, 5 Dre (æ de + To _ +.) + FD, Das ce) 


Donc, par la condition supposée, 


FX, Xe, NAN LS Vas ….)) 


cette équation se réduit à 


fan Dar eh 
(3) TR RU TR mn 


Or, la manière la plus générale de la vérifier en exprimant les 
quantités æ en 6, sera de faire 


à 


I + d 
(4) Dr tn 4 Âr,s Lai 
2 S SS 


les indéterminées À étant assujetties à la condition 


Âr,s CT Âs,r. 
On en conclut 


n d 
NE 2Ër — Tr —= de MEL Di rs _ 
4 


et il est facile de reconnaître & posteriori que ces expressions 
de X et x en £ donnent bien | 


(5) VADÇER CPS ET CPE s «ue 


Reprenant en effet l’équation (1) et l'équation (2), on verra par 
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l'équation (3), équation satisfaite d'elle-même, qu’on retombe pré- 
cisément sur l'équation (5) qui était à vérifier. Donc enfin, les 
expressions cherchées de X en x, qui donnent la transformation 
en elle-même d'une forme quelconque, s’obtiendront en résolvant 
par rapport aux quantités 6 les équations (4), et substituant les 
valeurs en æ, qu'on aura trouvées de la sorte, dans les formules 


NT = 2E» Co T y. 
Considérons pour l'application les formes binaires 
P 
f=ax?+2bxy + cy?, 


où nous mettons x et y au lieu de +, et æ,:; nous aurons successi- 


vement 
Eu À TX —= 2 E 


NÉE y x; 
et 
z=E+A(bE+ cn) =E(+Ab)+ cn, 


J=n—A(at+bn)=—at+(i—2Xb)nr; 


d’où, en résolvant, 
__ (t—Xb)æz—Xcy 


37 1 À\2(02 ac) 
__Àaz+(i+Àb)y 
7 J—)2(b?— ac) 
Soit, pour abréger, 
b2— ac =D; 
on trouvera 
(1—2%d + XD)x—o2Àcy 
29.0 _ , 
ER 1— }2D 
AC __2am+(1+241d +XD)y 
Pan STE ALES ADS 
Or ces formules, en posant 
+ 1+ MD 
dur =D: 
NE 
ARE nADÉ 
ce qui donne 
2 — Du? = 1, 


deviendront | 
X=x(t—bu)—cuy, 


Y=xau+(t+bu)y. 
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C’est la forme analytique obtenue par M. Gauss pour la question 
arithmétique où l’on veut que les coefficients de la substitution 
soient des nombres entiers. 

Enfin, si l’on fait l'application de la même méthode à une forme 
quadratique d’un nombre quelconque d’indéterminées dans le cas 
où elle est une somme de carrés, on trouvera immédiatement les 
résultats que M. Cayley a obtenus dans son beau Mémoire, et je 
m'empresse de dire que je dois à l’étude de ce Mémoire l’analyse 
que Je viens d'indiquer en peu de mots. J’ajouterai cependant en- 
core les théorèmes suivants, qui servent de lemmes à une recherche 
arithmétique importante. 


I. Ayant ramené à une somme de carrés de fonctions lr- 
néaires une forme quadratique quelconque, de sorte qu'on 


ait, par exemple, 
f=A?+B+C+..., 


st l’on désigne par À, 3, €, ... ce que deviennent respective- 
ment À, B, C, ... lorsqu'on fait dans f une substitution quel- 
conque qui la change en elle-même, on aura évidemment 


A=aA+$B+YyC—+..…., 
B—au'A+$B+/C+..., 
C=a"A+$"B+Y G+..., 


Malafe) le, ee sin sels clalste re, e) ce eo "a ele +. 6 à 


les quantités à, $,7y,... étant des constantes convenablement 
choisies. Cela posé, à une substitution qui change f en elle- 
méme on pourra toujours faire correspondre une telle repré- 
sentation de f par la forme 


A2+ B2+C2+..., 


que l’expression 
AX+BB+CE +... 


ne contienne aucun des rectangles AB, AC, .... 


Pour donner une application de ce théorème, nous allons consi- 
dérer le cas des formules quadratiques ternaires 


f = A? + B?+ C2. 
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Alors des constantes &, f, y, ..., devant être telles que 
A2 + ÿ2 + EC? — A? + B? + C?, 


auront, d’après M. Cayley, les valeurs suivantes : 


ka=1+}2—p—v2, Kka'=92(u—v), Kkæ'—2(Av+m), 

kB = 2(uÀ +v), KB'=i1—A2+p2— y, kB"= 2(uv — À), 
ky—=2(vÀ —) ky = 2(vu + 2), key" =1— 212 — p?2+ 2, 
où 1 


K=1+ + pu +, 


et, à toute substitution S qui change f en elle-même, on pourra 
toujours faire correspondre un système de fonctions linéaires À, 
B, C, jouissant de la propriété qu’en devenant respectivement 4, 
B, € lorsqu'on effectue la substitution S, on aura les relations 


"” 


d'+f$=o, d+Y—=O, + y = 0. 


De là se tire la conclusion que deux des quantités À, x, y sont 
nulles. On peut donc faire, par exemple, 
NE UE 


#2 dr BU, 
ou bien 


NN — EF AS 
B — B cos0 + Csin6, 
€ — — B sin8 + Ccos0. 


De là ces théorèmes : 


IT. Soit 
X=pr+py+p'e, 
dy ge ETES 
L=rxz+ry+r'z 


une substitution qui change en elle-même une forme ternatre 
quelconque ; l’une des racines À de l’équation 


! 


DÉC ERR P 
À = q q'— À q — 0 


r r' TUE X 


sera égale à E1,et les deux autres seront réciproques. 
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III. Z{ existe une infinité de formes ternaires différentes 
de f que la substitution ci-dessus change en elles-mêmes, ces 
Jormes seront toutes données par l'expression 


F = ZA?+ /(B?+ C2), 


k et l'étant des constantes arbitraires. Cependant le cas des 
racines égales dans l'équation À — 0 doit être traité à part et 
exige une discussion spéciale que nous laisserons faire au 
lecteur. 








SUR LA THÉORIE 


DES 


FONCTIONS HOMOGÈNES A DEUX INDÉTERMINÉES. 


(Cambridge and Dublin Mathematical Journal, mai 1854.) 


PREMIÈRE PARTIE. 


Mes premières recherches sur la théorie des formes à deux indé- 
terminées ont eu pour objet la démonstration de cette proposition 
arithmétique élémentaire, que les formes à coefficients entiers et 
en nombre infini, qui ont les mêmes invariants, ne donnent 
qu'un nombre essentiellement limité de classes distinctes. 

Üne notion générale sur les invariants s’est offerte dans ces re- 
cherches, amenée par une considération purement arithmétique, 
la réduction des simples formes quadratiques définies, et l’appli- 
cation très facile que j'ai pu faire pour les formes cubiques et 
biquadratiques, m'a donné leurs invariants obtenus déjà par 
M. Cayley, en suivant une tout autre voie. Mais, à partir du cin- 
quième degré, l'application de cette méthode devenait si pémible 
que j'ai dû renoncer à l'espoir d’en urer explicitement les expres- 
sions de leurs invariants, et, à plus forte raison, celle des invariants 
des formes des degrés plus élevés. Ramené dernièrement à ces 
questions, J'ai été conduit à les envisager sous un point de vue 
nouveau, et J'ai pu enfin aborder les formes du cinquième degré, 
qui n'avaient pu être traitées par ma première méthode. Les cir- 
constances singulières que j'ai rencontrées dans cette recherche 
me semblent ajouter encore à l’intérêt de la grande théorie que 
MM. Cayley et Sylvester ont déjà enrichie de tant de découvertes. 


FONCTIONS HOMOGÈNES A DEUX INDÉTERMINÉES. 207 


Mais j'ai eu surtout en vue la théorie arithmétique, dont j'ai ainsi 
trouvé les véritables éléments, comme l’on verra par la suite de 
mes recherches : dès à présent, néanmoins, on pourra reconnaître 
que la théorie des formes binaires, dans toute sa généralité, est 
étroitement liée à la composition des classes quadratiques, ré- 
sultat singulier et qui ouvrira de nouvelles perspectives dans l’é- 
tude des propriétés Les plus cachées des nombres. La loi de réci- 
procité dont M. Sylvester a bien voulu déjà annoncer la découverte 
étant le point de départ de mon analyse, je dirai d’abord en peu de 
mots en quoi elle consiste. 


SECTION I. 


Loi de réciprocité. 


Elle est contenue dans le théorème : 


À tout covariant d'une forme de degré m, et qui par rap- 

port aux coefficients de cette forme est du degré p, correspond 

: D 1] 4 * # 0] % C ? > 

un covariant du degré m par rapport aux coeficients d’une 
forme du degré p. 


Soient 
(az, y)=a(x +ay)(x+ay)...(x +atn-1y) = a.norme (rx + ay), 


une forme du degré m décomposée en facteurs linéaires, etw(x, y) 
un covariant de cette forme du degré p quant aux coefficients, et 
d’un degré quelconque en x et y. 

S1 nous faisons 


F = aP.norme(X +aY +a2Z+...+ arT), 


\] 


les coefficients de F seront des fonctions entières de degré p des 
coefficients de f, et l’on démontrera facilement ces deux lemmes : 


1° Toute fonction entière et du degré p des coefficients de f 
s'exprime linéairement par ceux de la forme K. 


2° Les coefficients de F ne sauraient étre liés par aucune 
relation du premier degré dont les coefficients seraient numé- 
riques, c'est-à-dire indépendants des coeflicients de f. D'où 
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résulte qu'une fonction du degré p de ces coefficients n’est ab- 
solument susceptible que d’une seule expression linéaire par 
ceux de F. 


Cela étant, voici comment du covariant 9(x, y) qui se rapporte 
à la forme f du degré m, se déduit un covariant se rapportant à 
une forme du degré p. 

Soil 

f(x, y) = ax" + mbrmiy + ——— CIN TP VASERRS 

de sorte que les constantes &, b, c, ... soient ce que nous avons 
appelé les coeflicients de f; nous leur donnerons une désignation 
plus expressive, en les représentant de cette manière 


a=(xÿ), Bb=(x Yoh NC = (LRO 


ainsi l'expression de f(x, y) deviendra, par la suppression des 
parenthèses, la puissance 


(TXo + YYo)". 
Faisons de même 


F = aP.norme(X + aY +a2 +...+arT) = (XX, + YYo+...+ TTi)#, 


en convenant, après le développement de la puissance, d'écrire, 
par exemple, 
(XP) Xe, CXPAIAYE TN ECEARMEYE 


respectivement, au lieu de 


ES Xe, UE NS Nr VE 
ce qui sera une désignation commode des coefficients de F. Cela 
posé, d’après Le premier des lemmes ci-dessus, on pourra, et d’une 


manière seulement, exprimer linéairement les coefficients du co- 
variant ©(x, y) par les quantités 


CAT LE UX EC RL ONE 
or 1l se présente cette conséquence remarquable : 
Ayant exprimé o(x, y) par les quantités 


x MAO PAR 
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concevons que l’on supprime les parenthèses, on arrivera par 
là à une fonction du mi"e degré par rapport aux quantités 


OR CPL OUTMNEANTEE 


1 


Or cette fonction sera un covariant de la forme suivante, de 
degré p, 


: è D,.p — 
XoæxP + p YoæP—1y + LR a BÉRRR L 
LA 


: LoxP-2y2+... + Toye. 

Rien d’alleurs ne vient ici changer le degré des indéterminées 
x et y dans cette métamorphose que subit la fonction o(x, y); ainsi 
ce sont des covariants de même degré par rapport aux indéter- 
minées qui se trouvent liés l’un à l’autre par la loi de réciprocité. 
Mais 1l y a une seconde manière de passer ainsi d’un covariant se 
rapportant à une forme d’un certain degré, à un covariant se rap- 
portant à une forme d’un autre degré. L'analyse précédente con- 
duit en effet, et très aisément, à ce second théorème : 


Etant donné un covariant quelconque du mime degré par 
rapport aux coefficients de la forme 


2 


2 


Lo ER +... + Toy?, 


st l’on transforme en symboles, dans l'expression de ce cova- 


riant, les quantités 
APS CURE 9 0 RP 


en les remplaçant respectivement par 
CA), (XG Yo), 


coefficients de la forme F, ce covartant se transformera en un 
autre se rapportant à la forme f(x,y),et du degré p relative- 
ment aux coefficients de celte forme. 


SECTION IL. 
Conséquences de la loi de réciprocité. 


Nous considérons en premier lieu les invariants, qui sont un cas 
P »q 

particulier des covariants, lorsqu'on suppose leur degré nul par 

rapport aux indéterminées æ et y. La connaissance complète que 
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nous avons des invariants des formes du second, troisième et qua- 
trième degré, nous donnera alors immédiatement, pour des formes 
de degré quelconque, les invariants qui sont du second, troisième 
el quatrième degré par rapport aux coefficients de ces formes. 
Ainsi, les formes quadratiques 


f=ax+2bxy +cy?=a(x +ay)(r+axy) 


ont pour expression générale de leurs invariants la fonctüon de 
degré 2u, 





donc, toutes les formes de degré 24 possèdent un invariant qua- 
dratique, que nous allons calculer. Soit pour cela 


EF = a4b(X + aX'+ a2X"+...+apX0H) 
X(X+aX'+a2X"+...+ 42H XUH ): 


en représentant symboliquement cette forme, suivant notre con- 


vention, par 
F = (XX, + X'X,+...+ XUV Xb))?, 


on trouvera bien aisément 
(XUY) = ahaïa'i, 2(XUX(N) = ab (ai ai + dj ali). 
Maintenant, 1l viendra par le développement de la puissance 


HA = aa — a) = QU[(a2t + QU) — pal + x'2Ula) 
+ po(at-2042 + a'2b—2a2) —... |], 


en rapprochant les termes équidistants des extrêmes, et nommant, 
pour abréger, 1, &», ... les coefficients binomiaux. Cela fait, on 
peut immédiatement introduire les coefficients de F, et il viendra 


QUA = 2(X0 X 20) — ap (X XEH—) + 2 po (X4 XD) —... 


le dernier terme qui seul ne contient pas en évidence le facteur 2 


étant 
(—1)pyCXH XM). 


Or tel est l’invariant quadratique de la forme 


Xo x? + MX CS TE —- Leo X5 el AE em Lu me XOHYRS 
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dont M. Cayley le premier a fait la découverte. Les formes cubiques 
f=ax3+ 3bx?y + 3cxy? + dyi, 
ont pour invariants la fonction de degré 4 u, 
A=(a?d—3b?c2— Gabcd + 4 b3d + 4 acs )r, 


donc, toutes les fonctions du degré 44, et celles-là seules, pos- 
sè dent un invariant du troisième degré. Le théorème conduirait, 


si l’on ne le connaissait pas déjà, à l’invariant cubique des formes 
biquadratiques 


J= ax" + 4bx3 y + 6cx?y? + 4 dx yi + eyt. 
Nous avons d’ailleurs l’invariant quadratique 


A=ae— Abd +3 c?, 
el, Si nous posons 


A = ace + 2bcd — ad? — c3 — b?e, 


les invariants des formes biquadratiques s’exprimeront par des 
sommes de termes de la forme 


Ann An. 


où 2M—+3n a la même valeur qui est le degré de l’invariant, 
comme l’a démontré M. Sylvester. Donc, toutes les formes de 
degré u = 2m + 3n possèdent des invariants du quatrième degré 
distincts en nombre égal à celui des solutions entières et positives de 
cette équation pu — 2m + 3n. C’est làencoreun des beaux résultats 
obtenus par M. Cayley dans son Mémoire sur les hyperdétermi- 
nants. Mais les conséquences de la loi de réciprocité, dont J'aurai 
besoin principalement dans la suite, se rapportant aux covariants, 
J'y arrive immédiatement en omettant beaucoup ‘de remarques 
auxquelles les résultats précédents donneraient lieu. 

Considérant d’abord les formes quadratiques | 


f = ax? + 2bxy + cy?, 
nous avons cette expression générale de leurs covariants, savoir : 


P = 2°4( D? — ac} ax? + 20xy + cy?)" 
— a?l+Y (à er. x'}U(x me ay )V(x + ay), 


302 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 


de degré 24 + y par rapport aux coefficients de f. Donc, faisant 
2U+HV—= M, 


nous aurons autant de covariants du second degré par rapport aux 
formes de degré m qu'il y a de solutions entières et positives de 
cette équation. D'ailleurs, le nombre 2y représente le degré de 
chacun de ces covariants en + et y. Dans le cas où m est impair, 
et dans ce cas seulement, on peut faire v — 1 ; on est alors conduit 
à un covariant du second degré en x et y, dont nous allons donner 
l'expression générale à cause de son importance. À cet effet, posons 


Mm—=2U+I, P—Ax?+Bzxy + Cy?, 
de sorte que 
A = a?U+i(a — x'}?W, B = a?b+1(a — x’)? (a + x’), 


G= a2b+1( a — x')2Max; 


il s'agira d'exprimer ces diverses quantités au moyen des coeffi- 
cients de la forme 


F—an(X+ ax" a X"+...+ am XUM)(X + a X'+ 2 Xe... am XUm)), 


coefficients dont nous avons précédemment employé les valeurs, 
SaVOIr : 
2(X0X0)) — an (aëæ'"i —+- ai ai). 


Or, on trouve immédiatement À et C par le même calcul qui 
nous a donné l’invariant quadratique des formes de degré pair, 
savoir 


À = 2(X8 0 X0) — 2m (XE TE X5) + 2 pK D XG) —..., 
C= 2(X00X5)  — 2 (XV LUXE) 0 pe (XI 


quant à B, après quelques réductions très faciles, on obtiendra 
B = 2 (X4" Xo) — 2 (pu — 1) (XXE) ape — pur) (KE KE), 
le dernier terme étant 
al DECby — Hu-1) (XF Ex j; 
Pourles formes cubiques 


f= axs+3brty + Scry? + dy3, - 
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nous avons le covariant quadratique 
(b2— ac)x?+(bc— ad)xy +(c?— bd)y?, 


que donneraient les formules précédentes; mais, en le multipliant 
par une puissance p de l’invariant du quatrième degré, on obtient 
un covariant du degré 4x + 2 par rapport aux coefficients de f'; 
donc, toutes les formes de degré 4 + 2 ont un covariant qua- 
dratique en x et y, et du troisième degré par rapport à leurs coef- 
ficients. Cette conclusion, à laquelle il eût peut-être été difficile 
de parvenir par une autre voie, nous révèle ainsi l'existence d’un 
covariant quadratique pour toutes les formes dont le degré n’est 
pas un multiple de 4. Ces dernières, comme nous pourrons l’éta- 
blir plus tard, possèdent elles-mêmes un covariant quadratique 
du cinquième degré par rapport à leurs coefficients, les seules 
formes biquadratiques exceptées. Les considérations dans les- 
quelles nous allons entrer vont montrer la grande importance de 


ces covariants quadratiques. 


SECTION III. 


Des formes canoniques. 


Soit f(x une forme pour laquelle on ait reconnu l’existence 
M Ï q 
d’un covariant du second degré en x et y, 


DIT y} = Ar+ Brr+ Cy?. 
Posons 


il existera, comme on sait, une infinité de substitutions, au déter- 
minant un, propres à faire disparaître les coefficients des carrés 
des indéterminées et à réduire 4 à l'expression suivante 


+ XY VA. 
Soit 

æ=axX+6Y, 
() y=YX+ÈY 


l’une quelconque de ces substitutions; toutes les autres s’en dé- 
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duiront, comme on sait, en la faisant suivre de substitutions de la 


forme suivante 


(00 X = wn, Le ri 


où w est une quantité arbitraire. Cela posé, nous définirons comme 
forme canonique de f(x, y) la transformée qui en résulte par la 
substitution (1). Cette forme canonique contiendra essentiellement 
dans les coefficients une quantité arbitraire (!) qu'on mettra en 
évidence, si l’on veut, en y faisant la substitution (2). 

Mais posons d’abord 


faX+BY, YX+H+OY) = F(X, Y); 
nous aurons celte proposition fondamentale : 


Toute fonction entière des coeflicients de F, quise reproduit 
identiquement dans la transformée obtenue par la substitu- 
tion (2), est une fonction rationnelle des coefficients de la pro- 
posée f(x, y), le dénominateur de cette fonction étant une 
puissance de À, et le numérateur un invariant de f. En second 
lieu, toute fonction qui se reproduit au signe près redonne, si 
on la multiplie par VA, la méme expression que les précé- 
dentes. 


Voici donc le principe d’une nouvelle méthode pour la recherche 
des invariants, puisque tout invariant de la forme f(x,y)s’exprime 
par une fonction semblable des coefficients de la transformée F, 
qui possédera évidemment la propriété mentionnée dans notre 
proposition. Nous allons en faire l'application aux formes du cin- 
quième degré. 





(!) On aurait un second faisceau pour les formes canoniques en faisant dans 
une forme canonique particulière la substitution | 


FONCTIONS HOMOGÈNES A DEUX INDÉTERMINÉES. 305 


SECTION IV. 


Recherche des invariants des formes du cinquième degré. 


Nous représenterons la forme proposée par 
f(x, y) = axÿ+ 5bxty + 10cx3 y? + 10c'x2 78 + 5b'xyt + a'ys; 
le covariant quadratique par 
© = (ab'—4bc'+3c?)x?+ (aa —3bb'+ 2cc") xy + (a'b — 4b'c + 3c'?)y}?, 
el enfin la transformée canonique par 
F= AX5 + 5 BX4Y —+ 10 CX3 Y? + 10 C'X2Y3 + 5B'XY#4 + A'Y5, 


Cela posé, puisque le covariant quadratique de F se réduit par 
hypothèse à l'expression XY YA, nous aurons, entre les coeffi- 
cients de F, les relations suivantes : 


ABE-#BC + 3C2—0, AA 3BB'+2CC'—YA, A'B—4B'C+3C2—0, 


el c’est sous ces conditions qu'il nous faut obtenir l'expression la 
plus générale d’une fonction entière des coefficients de F, qui ne 
change pas en y faisant la substitution 


ï I 
NON; Y—=— —#. 
o) 


Une analyse plus longue que difficile, et que je n'ai pas encore 
assez simplifiée pour l’exposer 1c1, m'a donné les propositions sui- 
vantes : 


1° Toute fonction entière des coefficients À, B,C,..., qui ne 
change pas quand on transforme K par la substitution 


- Ï 
NE AVE DEL 


(22) 


est nécessairement de degré pair. 
2° Désignant par à ce degré, si l’on a 


H= 0 (mod 4), 


H. — Ï. 20 
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l'expression la plus générale d’une telle fonction sera 
I — (AA', BB’, CC'), 
Q étant homogène et de degré ju. 


DOUNPETÉOTANT 


H= 2 (mod j), 
l'expression la plus générale sera 
I — (ACB? — A'C'B?}6,(AA', BB’, CC!) 
O, étant une fonction homogène de degré 5 — 2. 
De cette dernière proposition découleimmédiatement l’existence 


d’invariants de degré impairement pair, pour les formes du cin- 
quième degré; en effet, si nous considérons l’expression 


ACB'?— A'C'B?, 
qui change de signe par la substitution 
; ; I 
X = Un; Ye er £ 


il résulte du théorème établi dans la section IIT que, en la mul- 
üpliant par WA, le produit sera nécessairement de la forme A4" 


I étant un invariant de f(x, 7); on a donc 
1 — A4 A (ACB"? — A'C'B2?) — (AA'— 3 BB'+ 2 CC')24+1(ACB' — A'C'B:), 


ce qui est une fonction de degré impairement pair, quel que soit 
l’entuier £, par rapport aux coefficients de F, et par suite par rap- 
port à ceux de /, comme on la reconnaît avec une légère attention. 
Mais il nous faut encore approfondir la nature de ces quatre quan- 
Lités | 
AA! JB! CC ACBE A IC'R* 

qui viennent s’offrir comme éléments simples dans l’expression 
générale des invariants des formes du cinquième degré. C’est l’ob- 
jet des considérations qui vont suivre. 
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SECTION V. 


Des covariants similaires. 


Revenant au cas général des formes de degré quelconque f(æ,3) 
qui ont un covariant quadratique, soit, comme plus haut, 


F = AX + mBX-IiY +...+ mB'XYn-1E A'Ym, 


la transformée à laquelle nous avons donné le nom de forme ca- 
nonique. Par définition même, le covariant quadratique de F sera 
simplement XY VA; cela posé, nous réunirons par la dénomina- 
on commune de covariants similaires de f ceux qui jouissent de 
cette propriété, qu'en y faisant la substitution par laquelle f de- 
vient F, leurs coefficients reproduisent toujours, à un facteur nu- 
mérique près, les quantités À, B, ..., B', A’, multipliées par une 
puissance de VA. Cette définition dépend essentiellement du co- 
variant quadratique en x et y, qu'on prend pour base de la réduc- 
tion à la forme canonique, de sorte qu’on parviendra à un groupe 
différent de covariants similaires en employant, pour la réduction 
à la forme canonique, un covariant quadratique en æ el y, mais 
d’un autre degré par rapport aux coefficients. Pour fixer les idées, 
nous ne considérerons que les groupes se rapportant aux covariants 
quadratiques dont nous avons en commençant établi l'existence 
par la loi de réciprocité, et nous en donnerons une première série, 
en nous fondant sur ce théorème : | 


Soient o(x,y)et Y(x, y) deux covariants quelconques de f, 
le degré du second étant supposé non-inférieur à celui du pr'e- 
mier, en faisant 


E(Y, —x)=axlr + péær-iy enr D Deal Era ee 


la forme 


COUR Eve +...+pf RER + a LA 
TT reie AR Ed AL PP 4x dyP—1 dy? 








sera encore un covariant de f (1). 





(!) En supposant ® = Y = f, 7 s’évanouit identiquement si le degré de f est 
impair, et reproduit, si le degré est pair, l’invariant quadratique de M. Cayley, 
que nous trouvons ainsi par une voie nouvelle et très simple. 
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Pour appliquer ce théorème, nous prendrons 4 = f, et nous 
supposerons ® une puissance du covariant quadratique, il viendra 
alors cette série 

7 æF d'F re dF 
dx dy” dx? dy?? V7 rs dy3” 


qui aboutit à un invariant, si le degré de F est pair, et à un cova- 
riant linéaire si ce degré est impair. Ce covariant linéaire s’éva- 
nouit identiquement dans le cas des formes cubiques, car on a 


alors 
FAN EPA 


mais, ce cas excepté, 1l existe bien effectivement. Prenons pour 
exemple les formes du cinquième degré, le covariant sera alors 


ATCXPEN D 


et, en supposant C = 0, C/— 0, on ne satisfait plus aux deux re- 


lations 
AB'—4BC'+3C?—0,  A'BR—4B'C+3C2—0, 


qui seules existent entre les coefficients de F. J’insiste sur ce point 
en raison de la grande importance des covariants linéaires pour la 
théorie arithmétique des formes de degrés impairs, dans laquelle, 
comme J'essayerai de le faire voir, ils jouent un rôle capital. Mais. 
jusqu’à présent, nous n'avons obtenu qu'un petit nombre de cova- 
riants similaires; par le lemme suivant nous verrons qu'il en existe 
une infinité. 


Nommons comme précédemment o(x,y) et (x, y) deux 
covariants quelconques de la forme proposée f; les coefficients 
du polynome homogène suivant en U et V 

dy \ 


s (4 LITRES 3 | 
e(Ue—v SE. Uy - en 


seront de nouveau des covariants de f. 


Nous ferons usage de ce lemme en supposant + l’un quelconque 
des covariants similaires précédemment obtenus, et prenant pourd 
le covariant quadratique. Désignant alors par Œ(X, Y) la trans- 
lorméé de © par la substitution canonique, celle du covariant qu-a 
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dratique Ÿ étant dans le même cas XY V/A, on voit que les coeffi- 
cients des termes en U et V, dans la forme 


B[X(U—VYA), Y(U+VYA)|. 


seront effectivement, d’après notre définition, des covariants simi- 
laires. Maintenant chacun d’eux, par l'application répétée du même 
principe et de celui qui est fondé sur la différentiation, donnera 
évidemment naissance à une infinité d’autres, tous compris dans la 
même forme analytique simple, que nous allons indiquer d’une 
manière plus précise. Soit, pour abréger l'écriture, d’après la no- 
tation ingénieuse de M. Cayley, 


F — (A, DACNRE: C’, B# APT ENS Yhn, 


.de sorte que la première parenthèse renferme dans leur ordre les 
coefficients de la forme; donc les covariants similaires du même 
degré que F, et qui résultent des méthodes précédentes, seront de 
la forme | 


D — VA2#+1 (aA, 8B, 7yC, ..., — 70", — GB’, —aA')(X,Y}x, 
ou de la suivante 
P, = Af(aA, BB, yG, ..., yC, BB’, a A")(X, Y}r, 


les quantités 4, $, y, ... étant des constantes numériques. Les 
autres de degrés m — 2, m— 4, ... sont de la forme 


NAMC D did, 
Wa OA) 


Cette remarquable simplicité d'expression que prennent par la 
substitution canonique une multitude de covariants de la forme f, 
qu'il eût été impossible d'obtenir jamais en fonction explicite des 
coefficients de cette forme, justifie, ce me semble, l’idée nouvelle 
des formes canoniques que Jj'introduis 1c1. 
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SECTION VI. 


Recherches ultérieures sur les invariants des formes 
du cinquième degré. 


Notre point de départ sera ce théorème auquel conduisent im- 
médiatement les considérations précédentes : soient © et », les 
covariants de f, qui deviennent respectivement par la substitution 
canonique les expressions désignées ci-dessus par D et D, ; ces co- 


variants étant du même degré, on obtiendra un invariant en met- 
do: 
” dxi dym-i 


rème énoncé plus haut. 


lant, dans w(y, — x) au heu de xt é, d’après un théo- 


De là se tire une méthode très simple, dont nous allons faire 
l'application aux formes du cinquième degré pour exprimer les 
quantités AA’, BB’, CC, ... au moyen des coefficients de la forme 
proposée. Posons 

Fres(t,:0, NORMES 


le covariant quadratique, dans le même système de notation, sera 
© —=(ab'—4bc'+3c?, aa'— 3bb'+ acc’, a'b — 4 b'e + 3c°?)(x?, xy, y?), 


el, en faisant 


do do | | 
AN er r ARE — ‘ d 2, à 4 x a 2 35. 
JQUe VE Ur + VE) = CA Pa Pa Ja fs fa) (UN) 
les diverses formes f, fi, f»,-.. seront un groupe de covariants 


similaires, que nous allons employer à la composition de trois in- 
variants lil 11 isavuuns 

I, en employant f'avec fi, 

I; id. due 

b id. fs. 
Ces invariants seront respectivement des degrés 4, 8, 12, car 1l est 


aisé de voir que les covariants f,, fs, f; sont des degrés 3, 7 et 11. 
Cela posé, nommons F,, F;,F; leurs transformées respectives par 
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la substitution canonique, on aura très facilement ces expressions 


He (A, B, G, ce EE A") (X, Y}5, 

MS Be C 10! LED AANEX Mi A, 

— F; + (A, — ;B, F— FC; ACT ë pe — A')(X, Y}5 VA, 

— F; = (A, “Er B; (hs Fr Cr, B',—A')(X, Yy5 A, 
d’où l’on déduira 

| L = 2 VA (AA'— 3BB'+ 2CC') — 24, 

(1) { I, = 2 VAS (AA'+ BB'— 2CC'), 
I, = 2 WAS (AA'+ 5BB'+ 10 CC). 


Voici donc un moyen d'obtenir explicitement, par les coeffi- 
cients de f, les trois quantités AA’, BB’, CC’, car le déterminant 
relatif aux équations précédentes est différent de zéro et égal à 26. 
Mais les expressions générales données (Section IV) contiennent 
en outre la quantité ACB'? — A’C'B?, que nous obtiendrons de la 


manière suivante : 


Considérons les covariants similaires ayant pour transformées 


canoniques 
__dF &F 
VA gas © Axis 


en formant le cube du dernier on parviendra aux deux formes 


VA (B,.C, G', B')(X, Y}, 
et 
A3(C3, G2C', CC'2, C'3)(X, Yÿ, 


d’où l’on tire toujours, par le même principe, l’invariant du dix- 
huitième degré que nous nommerons Î, 


[I — 343 VA(BC'3 — B'C3 ). 
Mais, par les relations fondamentales 
AB'— 4BC'+3C? = 0, A'B— 4B'GC+3C?2—o, 
on obtient facilement 


BBC RE C1) HACR? JA 'C'RT, 
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d’où enfin 
I 


ACB'? — A'C'B? — Sa 
A3 V/A 





Voici donc, d’après les formules de la Section IV, la conclusion 
de notre théorie pour les formes du cinquième degré : 


1° L'expression la plus générale des invariants de ces formes 
dont le degré n = 0 (mod 4) est 


se CURE) 


AVA Aya 





F'étant une fonction homogène du degré Lu. 


2° L'expression la plus générale des invariants dont le degré 


u = 2 (mod 4) est 
| 


Aa. É Le 
= F{yA, —— ï 
A3 /A (V A VA REA 


F, étant une fonction homogène de degré À ù — ». 








Ainsi un invariant quelconque, ou au moins son produit par 
une puissance de À, est une fonction rationnelle et entière des 
inmvariants fondamentaux À, 1,, 1, Î des degrés 4, 8, 12 et 18. Car 
les fonctions F et F, étant homogènes, on peut écrire 


I 
I 2 F(AS, Alle) et TONNES 
— 6) 


at F A tt 


Nous voyons par là se révéler un caractère essentiel des formes 
de degré supérieur au quatrième, et qui consiste en ce que les in- 
variants ne peuvent en général s'exprimer en fonction rationnelle 
d’un certain nombre d’entre eux supposés algébriquement indé- 
pendants. M. Cayley, M. Sylvester et moi avions longtemps pensé 
qu’en général les invariants des formes de mi°" degré devaient 
s'exprimer par des fonctions entières de m— 2 d’entre eux, el 
c'est même ce qui a empêché M. Sylvester de chercher à démon- 
trer la loi de réciprocité dont il avait aussi présumé l’existence, 
une contradiction nécessaire s'étant manifestée entre cette loi et 
celle du nombre des invariants fondamentaux. Peut-être cepen- 
dant, s’il m'est permis d'émettre une conjecture sur un sujet si 
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profond et si difficile, doit-on penser qu’il sera possible d'obtenir, 
pour les formes d’un degré donné, un petit nombre de groupes 
d’invariants fondamentaux, types d’autant de séries générales dont 
l’ensemble comprendrait tous les invariants possibles. C’est ainsi, 
par exemple, que l’invariant du dix-huitième degré que nous ve- 
nons d'obtenir pour les formes du cinquième degré s’offre comme 
le type de tous les invariants de degré impairement pair de ces 
formes. Sur ce sujet nous allons encore présenter quelques obser- 


vations. 


SECTION VIT. 


Recherche particulière sur l’invariant I du dix-huitième degré. 


Je me propose de faire voir que le carré de Test, non seulement 
une fonction rationnelle, mais même une fonction entière des 
trois invariants nommés À, [, et 1. Soit, à cet effet, 


Jo — 21, À + 2A3 — 32J; el I, — 24? = 8J;, 


J'adopterai pour invariants fondamentaux J, et J; au lieu de 1, 
et{,, pour la commodité des calculs ; et les équations (1) de la Sec- 
uon VI donneront ces expressions très simples 


; 3J52/ 3 
ppt % F/r4 Auris aJiAE À l 


J; 
Dose, nie 2e 
A5 A5 VA 





Cela posé, nous partirons de la relation suivante : 

16(ACB'? —A'C'B?}2 — (AA'BB'— 16BB'CC'— 9 C2 C2}? — 242 BB'C3 C3, 

quon trouvera identique, en vertu des équations fondamentales 

qu’on a entre les coefficients de la forme canonique, savoir : 
D PSC ou AB BC R3C2—0; 

On peut effectivement d’abord l'écrire ainsi 

242 BB'C3 C'3 — (AA'BB'— 16 BB'CG'— 9 C2 C'2}2 — 16(ACB’? — A'C'B?}, 
ou, en décomposant en produit la différence des carrés, 


242BB'C3C'3— [AA'BB'— 16 BB'CC'— 9C2C'2+ 4(ACB'?— A'C'B2)] 
SATA IDR 216 BB C0") C1C'2 2 {(ACB'?—A!C'B2)]. 
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Maintenant les équations 
3C2-—4BC-S AD NS AS DLO EMPIRE 
donneront, si on les multiplie membre à membre, 
gC2C'? = 16BB'CC'+ AÀ'BB'—4(ACR/? A0: 


et, en substituant cette valeur de C? C7? dans chacun des facteurs, 
on verra le premier devenir 


8ACB'1 — 32 BB'CC'— 8 B'C(AB' 4 BC) DE 
et le second se réduire d’une manière semblable à 
BA'C' B2 — 32 BB'CC' = 8BC'(A'B — 4B'C) = 4BC", 
d’où suit l'identité annoncée. L'expression du carré de 
ACB'2 — A'C'B?2 
étant alors ramenée à ne plus dépendre que des quantités 
NAT IPB EUCCE 


on trouvera, par la substitution des valeurs de ces quantités, une 
fonction des invariants À, J,, J,, et, en chassant le dénominateur, 


16A10(ACB'2 — A'C'B?}? 
= (— 2{J5 — 12,9, A + 3J5 A+ JA + J, A4)? — 242J5(J3 + JA). 


Or il arrive que le second membre contient en facteur A?, de sorte 
qu'en supprimant ce facteur il viendra 
16AT(ACB'2 — A'C'B2)? — 1612 
= —ok];(b)2l4 303) ÉSNII(3I2— 0412) MIN 
LL AS(J2 + 6J3)+ 2J:J, A4 J206, 


ce qui est une fonction entière des trois invariants fondamentaux 
À SJ PE DE PRE 





(1) Dans les Sections VI et VII nous avons fait quelques changements en em- 
ployant de suite les notations dont M. Hermite se sert dans la suite du Mémoire. 
En outre, la revision complète des calculs faite par M. Stouff nous a conduit à 
modifier certains coefficients numériques. Hire 





ST 
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SECONDE PARTIE. 


Depuis que la première Partie de ces recherches a été terminée, 
encouragé par la manière si bienveillante dont elles ont été ac- 
cueillies par mon ami M. Sylvester, j'ai repris avec une nouvelle 
ardeur l’étude algébrique des formes du cinquième degré, et je 
vais y consacrer cette seconde Partie de mon travail en réservant 
en dernier lieu les considérations arithmétiques que j'ai annoncées 
dans l’Introduction. C’est sur une notion analytique nouvelle, celle 
des formes-types, qui sera tout à l’heure exposée en détail, que se 
loudent les résultats nouveaux que j'ai obtenus. Cette notion est 
essentiellement propre aux formes de degrés impairs, avec la seule 
excepluon des formes cubiques qui y échappent comme un cas sin- 
gulier. Pour les formes de degrés pairs 1l existe quelque chose 
d’analogue, mais qui, jusqu’à présent, ne s’est présenté à moi que 
d’une manière plus compliquée. Aussi en parlerai-je seulement 
pour remarquer que les formes biquadratiques font alors excep- 
Hion, de sorte que les formes des premiers quatre degrés, pour des 
raisons diverses, doivent être considérées comme présentant des 
cas singuliers dans les théories générales qui ont pour objet les 
fonctions homogènes à deux indéterminées. C’est donc, au seul 
point de vue algébrique, un champ plus vaste et plus fécond de 
recherches, qui s'ouvre à partir des formes du cinquième degré, 
où l’on voit apparaître le rôle curieux d’éléments analytiques, qui 
n'existent pas pour les formes de degrés inférieurs. D'ailleurs c’est 
dans les méthodes simples et faciles qui se présentent dans cette 
étude qu'est l'avenir de la science algébrique, car elle seule peut 
donner les éléments qui distinguent et caractérisent les divers 
modes d'existence des racines des équations générales de tous les 
degrés. J'espère que cette dernière considération recevra sa sanc- 
uon de ce que nous allons développer en particulier sur les formes 
du cinquième degré. 
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SECTION I. 


Des formes-types. 


La notion des formes-types repose sur l'existence des covariants 
linéaires, dont il a été déjà fait mention précédemment, et qu'on 
obtient de la manière suivante : 


Soit, en employant la notation de M. Cayley, 


f = (ab ec pe a')(x, 7)", 
une forme de degré impair, 


0— [ab'—(m—1)bc'+..., 
aa —(m—2)bb'+..., ba'—(m—1)b'ce+...](x?, æy,y?), 


le covariant quadratique de f, et A l’invariant de 4. NommonsS la 
substitution au déterminant un et aux variables X, Ÿ, qui trans- 
forme 6 en ÿA.XY; celte même substitution, faite dans la pro- 
posée /f, donnera ce que nous avons nommé la transformée 


canonique 
FEEUAS.B CCE AUENEPANATER RE TT 


Ainsi le caractère essentiel de la forme canonique F est que le 
covariant @, analogue à 8, se réduise à /A XY; les coefficients À, 
B, ... sont donc liés par les relations 


(1)  AB'—(m—1)BC'+...—=0, A'B—(m—1)B'C+...—=0o. 


Ceci rappelé, voici comment s'obtient un covariant linéaire x 
de la forme f. Élevons 4 à la puissance de 1(m —1), ce qui don- 
nera un covariant du degré m—1enxety, puis mettons y el 
— x au lieu de x et y; cela fait, en remplaçant un terme quel- 


dr-1 
dx? dy? 
un covariant de f, et ce covariant sera bien du premier degré. 


conque æ#yÿ, par on obtiendra, comme on sait, encore 
Mais il est essentiel d'établir qu'il ne s’évanouit pas identique- 
ment. Soit, à cet effet, A la transformée de À, par la substitution S ; 
on aura 


Nes art) dm1YF | 


ï ; 
— (In — 1) — (In—1 
dx? dy? 





FONCTIONS HOMOGÈNES À DEUX INDÉTERMINÉES. 319 


supposant donc 
drn—1 F 


(mm — 1) 1 
dy? 





= GX+G'Y, 


2 (m — 1) 


dx 
À ne pourra s'évanouir identiquement qu'autant qu'on aura 
G=0, G'—o, mais ces relations ne vérifient pas les équa- 
ions (1), sauf le cas des formes cubiques. Dans ce cas, en effet, 
ayant À 

F—(A,B, B', A')(X, Y}, 
À sera 
6 VA(BX + B'Y)}, 

mais les relations (1) 


AB'— B2—o, A'B— B?—0o 


exigeront que B= 0, B'— 0. On en déduit effectivement 
AA BB=B?B"? 
d’où 
BB'(AA'— BB!) — o. 
Si donc le produit BB’ n’est pas supposé nul, il faut qu'on ait 
AA’ — BB':=0, ce qui conduit à la conséquence absurde que 


l’invariant 
(RARE CAD B?)(A BB) 


de la forme cubique est égal à zéro. Les covariants linéaires n’ont 
donc d’existence effective qu’à partir des formes du cinquième 
degré 

Here sombd ra) (tr, v}, 


mais pour ces formes 1l y en aura un nombre infini, dont les degrés, 
par rapport aux coefficients a, b, c, ..., seront la série des nombres 
impairs, 9, 7, 9; | 

Le covariant du cinquième ordre sera celui que nous venons 
d'obtenir et dont le transformé par la substitution S est 


120 À (COX + C'Y); 


le covariant du septième ordre résultera du précédent, en y rem- 
di a | 
DUR PTE Dar Ct — ;, d’autres pourront s’obtenir en 
; Ne dy dx 
multiphant les précédents par des invariants de f. En se bornant 


à prendre pour muluplicateur une puissance de 4, on obtiendra 


318 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 


ainsi des covariants linéaires dont les degrés par rapport aux coel- 
ficients de f seront les nombres 4n + 5 et 4n+ 7, c’est-à-dire la 
série des entiers impairs à commencer par 9. Nous en conclurons 
par la loi de réciprocité que toutes les formes dont les degrés sont 
des nombres impairs à parür de 5 possèdent un covariant linéaire 
du cinquième degré par rapport à leurs coefficients, et 1l est très 
facile d'établir qu’elles n’en possèdent pas dont les degrés soient 
au-dessous de cette limite. Mais pour abréger J’omettrai ce détail, 
et J'arrive immédiatement à la définition des formes-types. Soient, 
à cet effet, À et À, deux covariants linéaires distincts pour une 


même forme f; désignons par È la substitution 
A (4 = 1; 


et par ® la transformée de f'en 6 et n. Je dis que les coefficients 
de cette forme ® seront tous des invariants de f. 

Pour le démontrer, voyons ce que deviennent les opérations 
précédentes en prenant pour point de départ une forme f/, trans- 
formée de f par une substitution quelconque S. Soit à le détermi-- 
nant relatif à cette substitution S, N et À les covariants analogues 
à et À. En multipliant par des puissances convenables de à, 
par exemple 0% et 06, chacune des équations 


AE 30 


PS, 
VF Me 


il résulte de la nature même des covariants que les premiers 
membres pourrontalors être censés provenir du résultat de la sub- 
stitution S dans À et À,. Ainsi par rapport aux quantités 04£/, 8}, 
la substitution Ÿ analogue à Y, c'est-à-dire la substitution par 
laquelle *E/ et 8 s'expriment en x et y', sera Y—EXS, et son 
inverse, qu'il faudra effectuer dans f”, sera ZT1=— ST1271, Or on 
voit qu'en effectuant en premier la substitution S71, f! redevient /, 
et qu'en faisant ensuite la substitution X7! on est ramené précisé- 
ment à la forme ®, par rapport aux indéterminées Ô2£!, 5n/. De là 
résulte que les coefficients des formes ®, relatives à f, et à une 
transformée de f, ne diffèrent que par des facteurs qui seront des 
puissances du déterminant de la substitution; ces coefficients 
seront des invariants de f; et c’est pour cette raison que nous 
donnons à ® la dénomination de forme-type. 
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SECTION Il. 


Calcul de la forme-type du cinquième degré. 


La définition que nous venons de donner ne spécifie pas les 
covariants linéaires qu'il faut employer dans la substitution qui 
conduit aux formes-types; 1l suffit que ces covariants soient bien 
distincts, c’est-à-dire que le déterminant relatif à la substitution 
effectuée soit différent de zéro. Mais dans le cas des formes du 
cinquième degré, que nous allons étudier, nous ferons choix des 
deux covariants linéaires les plus simples, qui sont respectivement 
du cinquième et du septième degré par rapport aux coefficients 
de la forme proposée. En effectuant dans ces covariants la sub- 
sütution S qui transforme f dans la forme canonique F, ils 
deviendront 


M OL COX CV) = io VA (CX — C'Y), 
expressions très simples, qui nous conduisent à faire le calcul de 
la forme-type, en opérant sur la transformée canonique F, ce qui 
est permis, puisqu'on parviendra identiquement au même résultat 


en prenant pour point de départ toute transformée de f, par une 
substitution au déterminant wn. Cela posé, ayant 


PI CAN, OA BR ANCX, Y y, 
nous ferons, en supprimant un facteur numérique, 
MON ACTE PA YACCX ACT) in; 
et si nous représentons la transformée en £ et n par 
DONNER ED AT )(E cn )5, 


il viendra ces expressions, 


À (AC'5+ A'C5 + 5 BCC'# + 5 B'C' Ci —+ 20 C3 C3), 


Li 
D'ACCR) 
2 I 


D 
(2 CC' A ÿ5 VA 


Sc rone (AC'5+ A'Ci+ BCC':+ B'C'C:— 4 C3 C3), 


(AC'5— A'C5-+ 3BCC'— 3B'C'C+), 








— 
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I 
| (2CC'Aÿ YA 


C' 


(AC5 — A'C5— BCC'++ B'C' C4), 





3 I 5 
3! — AC'5—H AC — 3 BGC'r--3 B'CCEEEAOMS 
Eh CC ya (AG 3 5 C 4 GAS 


I 


7 (a CC'AY Vas 


’ 


(AC'5 — A'C5— 5 BCC 2 5B'C/C4) 





D'après les théorèmes donnés au commencement de ces re- 
cherches, on reconnaît tout de suite qu'elles sont bien, comme 
nous l’avons annoncé, des invariants de la proposée f, et qu’elles 
s'exprimeront rationnellement par les fonctions que nous avons 
nommées À, J,, J,, et par l’invariant du dix-huitième ordre I. 
Mais ici se présente cette circonstance importante, qu’elles 
contiendront en dénominateur le seul invariant J,, sans qu’on y 
voie figurer À, comme on pouvait s’y attendre d’après la théorie 
sénérale. Pour le faire voir, rappelons d’abord ces relations qui 
existent entre les invariants et les coefficients de la forme cano- 
nique, SaVOIr : 


AA TES PTE NANTES ES 


Vas 


BB' — 7 MARÉES 








Nous en déduirons les valeurs des quantités AC/5 Æ A'C5 et 
BC: + B'C, qui figurent dans les coefficients A, B, ..., par les 
équations suivantes : 
36(AC'5 + A' C3) 

— (AA'+ 16 CC')(AA!BB'+ 16BB'CC' — 9C?C'2)—64 AA'BB'CC?, 
12(BC'3 + B'CS) =— AA'BB' + 16BB'CC'+ 9C:C", 
g(ACS— A' C5) = (16CC'— AA')(ACB2— A'C/B?), 

3(BC'3— B'C1) — ACB2— A'C'B2. 


Ces équations deviennent effectivement identiques, en vertu des 
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relations fondamentales qui lient les coefficients de la forme cano- 
nique, Savoir : 


DR BC 3 CA 0 AB C4 BC 3 C2 0; 


Quant à la méthode très facile par laquelle on les obtient, je 
pense pouvoir la supprimer pour abréger, car elle se présentera 
d'elle-même au lecteur qui se sera bien pénétré des principes de 
ces recherches. On en déduit 


(CC AA)(ACBA a'C'Br)— 1 > 08 

(2 CC’A )5 VAS 
(OC AADÇACRE ac pa) | + Ass 
(2 CC' A) VAS 25J5 


ne (25 CC'— AA')(ACB'?— A'C'B2)—— I MR EL 244) 
(2 CC'A )5 V/A AE 


> 


98 — 





Le calcul des trois autres coefficients est un peu plus difficile 
et donne pour résultats 


I 











36 D' — (2CC'A )5 A? [| — 81 C3 C3 + 112 BB°C2C'? — gAA'C?2 C’? 
— 23 AA! BB'CC' + A2A"BB'] 
ZT re [AS Ja + A3 +6A$J5— 15A2J;J;—3A(1093 — 3J3)—54J:93], 
3 
36€ — DOTE [| — 261 C3 C3 + 301 BB’ C2 C'? — 9 AA"C2C'2 
— 35 AA'BB'CC'-+ A2A=BB'] 
= HE [ A6 Ja + A5J3 + GA*J2— 27A3J,J; _— 3A2(14J2— 3J3) 
— 90 AJ3J5 + 144 J292 |, 
36 A — Mod [air C3 C'3 + 496 BB'C2C':— 9 AA! C2 C2 
— 47 AA'BB'CC' + A2A'2BB] 
= Tr: [AT Je + A6J3-+ 64572 — 39414J:J;— 9A3(67J2—J3) 
3 


— 126 A2J,J3+288AJ,J2 + 115293]. 


Ainsi, 1l est démontré par le calcul que les coefficients de la 
forme-type deviennent des fonctions entières des quatre inva- 
riants fondamentaux lorsqu'on les multiplie par J5, et c’est là une 
remarque qui nous conduira plus loin à des conséquences impor- 
tantes. 

H. — I. 21 
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SECTION Ill. 


L'équation générale du cinquième degré est ramenée à ne dépendre 
que de deux paramètres. 


Ce résultat suitimmédiatement de l'expression de la forme-type 
que nous venons d'obtenir. Qu’on fasse, en effet, 


J, rf b 
cn Ci K— 


et l’on pourra écrire 


b'= Av! va 
(293)5 


(4 Ai, 5 At, Co VAë, €; v4?, # VA, Te n}, 


Ko, Bo, -.., désignant respectivement ce que deviennent les numé- 
rateurs dans À, 3, ..…., quand on y remplace A, J,, J, par 1, K, K’. 
Nommons de même 1, ce que devient alors l’invariant 1, il est 


clair qu'il suffit de mettre n1, VA, au lieu de n, pour ramener 
l'équation ® —o à contenir seulement les deux paramètres K 
et K’. Et s'il arrive que A soit une quantité négative, la réduction 
sera aussi bien obtenue en remplaçant n par n 1, RARE c'est la 
seule quantité irrationnelle qui figure dans la substitution, et il est 
aisé de voir que l'irrationnelle I, VA disparaîtra dans l’équation 
transformée, de sorte que K et K’ entreront rationnellement dans 
le résultat. L’équation à laquelle nous mène ainsi la notion des 
formes-types n’a pas la simplicité apparente de la réduite de 
l'équation du cinquième degré qu'a obtenue Jerrard, mais elle 
met en évidence les fonctions des coefficients dont dépend essen- 
uellement la nature des racines, et tandis que l’ingénieuse décou- 
verte du géomètre anglais est restée Jusqu'ici stérile, nous allons 
pouvoir immédiatement tirer d'importantes conséquences de notre 
transformée. | 
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SECTION IV. 


Les invariants de tous les degrés des formes du cinquième degré 
sont des fonctions entières des quatre invariants fondamentaux 
À, Je, J3 et I. 


Dans la première Partie de ces recherches, j’ai obtenu pour 
les invariants dont le degré est = 0 ou = 2 (mod 4) les expres- 
sions générales 

& (AI, AS) TH QUI AS) 
té PEN PO A SR RS ET 
Ab: Ab 





? 


où entre en dénominateur une puissance de A; mais on peut aller 
plus loin et parvenir à des expressions entières par la considéra- 
uon de la forme-type. En effet, ® étant une transformée de f, par 


. - ES RAS ; : I , NE 
une subsütution linéaire au déterminant Sy.” Comme il est aisé de 
2) 3 


le voir, tout invariant de f s'exprime au moyen d’une fonction 
semblable des coefficients de D, multiplié par une certaine puis- 
sance de J,. Mais ces coefficients de la forme-type sont, comme 
nous l’avons établi, des fonctions entières des invariants fonda- 
mentaux divisées par une puissance de J,; donc déjà, tout inve- 
riant de la forme proposée est une fonction entière des invariants 
fondamentaux, ou au moins une pareille fonction divisée par une 
puissance de J,. Distinguant maintenant les deux cas où le degré 
des invariants est = 0 ou = 2 (mod 4), nous reconnaïîtrons bien 
aisément que l’expression générale 
SAVE PO D 
J : 
où F est une fonction entière, se réduit dans le premier à la forme 
Ho CAR Ta) 
LAN 
et dans le second à la forme 
NE 
RE, 


3 


H, et H, étant pareillement des fonctions entières. Cela suit, en 
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effet, de ce que le carré et les puissances paires de l’invariant I du 
dix-huitième degré s'expriment en fonction entière de A, J, et J;. 
Voici donc, par exemple, pour les invariants dont le degré est 
multiple de 4, deux expressions différentes qui doivent être égales : 


6,(J3, AJ», A3) ” H(A, Je, Ja). 
AU J 2 


or les trois quantités A, J,, J, qui y figurent n’ont entre elles au- 
cune relation et doivent être considérées comme absolument indé- 
pendantes; l'égalité 


ETAT Je J3) à Oo(J3, AJ), A3) 
J, Œ At 





entraîne donc que H, est divisible par J° et @ par AP, c’est-à-dire 
que les invariants en question s'expriment en fonction entière de 
À, J, et J3. Quant au second cas où le degré est = 2 (mod 4), 1l 
se traite tout à fait de même, car 1l conduit à l'égalité 


18:(J3, A2, 43). NIHI(A, 72, 02) 
Ab x ip : 


qui, après la suppression du facteur [, coïncide avec celle qu'on 
vient d'obtenir; ainsi donc, en général, tout invariant d’une forme 
du cinquième degré, dont le degré par rapport aux coefficients 
est = 0 (mod 4), est une fonction entière de A, J,, J;, et tout in- 
variant dont le degré est = 2 est le produit d’une pareille fonc- 
uon multüpliée par l’invariant 1 du dix-huitième degré. Les expres- 


sions suivantes : 
Due | DATA LM Par 


où les quantités à sont numériques, représentent donc tous les in- 
variants des formes du cinquième degré, d’où l’on voit qu'il existe 
autant d'invariants linéairement indépendants, d’un degré donné m, 
qu'il y a de solutions entières et positives de l’une ou l’autre de 


ces équations | 
4Ü+ 8 +121 = m, 


18 +4t+ 81 +120 = m. 


On en conclut, par la loi de réciprocité, que les formes d’un 
degré quelconque m ont autant d’invariants du cinquième degré 
par rapport à leurs coefficients qu'il y a de solutions entières et 


FONCTIONS HOMOGÈNES À DEUX INDÉTERMINÉES. 325 


positives des mêmes équations. Ainsi, parmi les formes dont le de- 
gré est impairement pair, il faut aller jusqu’au dix-huitième degré 
pour rencontrer un invariant du cinquième ordre. 


SECTION V. 


Recherche particulière sur le discriminant des formes 
du cinquième degré. 


MM. Cayley et Sylvester nomment, comme on sait, déscrimi- 
L4 14 e . . T 

nant d’une forme f le résultat de l’élimination de — , entre les deux 
V 


équations homogènes 
CA ANTON CT 
dx dy 


On obtient ainsi pour une forme de degré m un invariant de degré 
2(m — 1) qui, égalé à zéro, exprime que f a un facteur linéaire 
élevé au carré. Dans le cas des formes du cinquième degré, le dis- 
criminant est donc un invariant du huitième ordre, et qui, d’après 
la théorie précédente, doit être de cette forme 43, + x/A?, à et 4! 
étant numériques. Mais nous allons en former l’expression par une 
méthode particulière et sans supposer les résultats généraux éta- 
blis dans la précédente Section, dont nous voulons offrir ainsi une 
confirmation dans un cas spécial très important en Îui-même. 
À cet effet, nous nous proposerons généralement d'obtenir les va- 
leurs des invariants fondamentaux, lorsqu'il existe un facteur li- 
néaire élevé au carré dans la forme proposée, c’est-à-dire lorsqu'on 
peut lui donner cette expression 


DOC 0 Cid} (2 y} 


En observant qu’on peut mettre x + ky au lieu de x sans que 
les deux premiers coefficients cessent d’être nuls, disposons de 
cette quantité À de manière à faire évanouir le coefficient de xy 
dans le covariant quadratique (4. Nous aurons ainsi une transformée 


Ji on (o, 0, 1; bi, C1; d)(æ, 144 


et il faudra que les nouveaux coefficients vérifient la condition 
a; b, = 0. Comme nous ne voulons point admettre de facteurs li- 
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néaires à la troisième puissance, 1l faudra faire db, — 0, et, si l’on 
écrit ainsi /, sous la forme 


fñi=(o, 0, À: per e) (y 


le covariant 0 sera 
48 x? 1e 
CESSE NE 


ce qui nous conduit à remplacer encore = et n par X et Y. Nous 


trouverons de la sorte cette transformée des formes à facteur 


linéaire double 
pY5+g(3XY*+8X3Y?), 


où pet g sont des constantes quelconques, et qui a pour cova- 
riant quadratique 
4 





RSS, € 
X2— Y?), 
25 ( ) 


Cela étant, il suffira de mettre X + Y et X — Y au lieu de X et Y 

pour obtenir la transformée canonique, qui sera 

F=p(X Ye g(X —Y}(X + Y) CC VS CRE 
= p{X VE (XV) (XCD) CREER DS 
=(PHIY —P— SPP A1 PES or P NGC 
Voici donc en fonction des deux indéterminées p et g les valeurs 


suivantes, propres au cas d’un facteur linéaire élevé au carré dans 
la forme proposée, savoir : 











AA'=—p+121q?, BB'=—p+.1qg?, CC=—p?#09r, 
ACB'?— A'C'B?=#8pq(2p2+qg2) 
On en ture 
VAN 3.210 9 Jo 3.23 5 J; = 


Le # — = — — = — —= 2 2 
25 1h A5 25 44 A5 7 P° 
d’où cette conclusion importante 
A2+97J9 = 0. 


Le discriminant des formes du cinquième degré est donc obtenu, 
puisque nous avons un invariant du huitième ordre A2 + 27J, qui 
s'évanouit lorsqu'on suppose deux racines égales dans ces formes, 
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et il se présente bien sous la forme valide d’après notre théorie 
générale. Exprimé par les coefficients de la forme canonique, il à 
cette valeur 


discriminant — A? + 217J, = ÿA3(AA'+ 195 BB'— 126 CC}, 


de sorte qu’on a un procédé arithmétique facile pour calculer dans 
un cas donné cette fonction si importante. Remarquons encore, 
avant d'aller plus loin, la quantité 


25 A3—911J;, 


qui s'évanouit s1 la forme proposée contient deux facteurs linéaires 
différents élevés chacun au carré. Si l’on cherche, en effet, le dis- 
criminant de la forme cubique 


4 


0 TXT rev"), 


on le trouvera, abstraction faite d’un facteur numérique, égal à 
q?(2p? + q?) et, d’après les relations précédentes, cette valeur 
s'exprime ainsi 
_ 25 A8 — o11J, 
DORE ue 

GARE, 


Dans un instant nous allons reconnaître le rôle important que 
Joue cette quanlité (!). 


SECTION VI. 


Expression par les invariants fondamentaux du nombre des racines 
réelles et imaginaires de toute équation du cinquième degré. 


La possibilité d’un pareil résultat est une conséquence immé- 
diate de ces deux propriétés de la forme-type, d’être une trans- 
formée par une substitution réelle de la forme proposée, et d’avoir 
pour coefficients des invariants. Mais on sent combien il y a loin 
d’une telle possibilité à un résultat effectif; aussi, depuis l’époque 


(:) Dans le cas d’une forme contenant au cube un facteur linéaire, tous les 
invariants s’évanouissent, comme cela résulte d’un théorème général donné par 
mon ami M. Cayley dans le Journal de Crelle. 
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où je communiquais pour la première fois cette vue à mon ami 
M. Sylvester, avais-je désespéré d’aller plus loin, l'application du 
théorème de M. Sturm n'étant pas praticable sur l’équation litté- 
rale et compliquée qui aurait la forme-type pour son premier 
membre. 

La méthode suivante, à laquelle je ne suis parvenu qu'après 
bien des efforts, me semble peut-être mériter un instant d’atten- 
uüon, car elle offrira, si je ne me trompe, une étude algébrique 
complète des racines de l’équation générale du cinquième degré, 
sous le point de vue de la distinction de ces racines comme quan- 
utés réelles et imaginaires, lorsqu'on attribue aux coefficients 
toutes les valeurs réelles possibles. Je ferai précéder cette recherche 
de quelques lemmes, afin de ne pas interrompre par la suite l’ordre 
des raisonnements. 


LEMMES PRÉLIMINAIRES. 


Lemme |. — Le produit des carrés des différences des ra- 
cines d’une équation de degré quelconque f(x) = 0 est positif 

| 1 18 Ha 1 14 À 
ou négatif, selon que le nombre des racines imaginaires de 
cette équation est =0 ou =2(mod4). Supposons cette propo- 
sition vraie pour une équation d'un degré déterminé f(x) = 0, 
nous allons démontrer qu’elle subsiste pour la nouvelle équa- 
tion 





F(x)=(x—a)(x—8)f(x)=0. 


Soient en effet D et D les discriminants, ou, pour plus de préei- 
sion, les produits des carrés des différences des racines des équa- 
uons F—0, f — 0; on trouvera sans difficulté 


D=(x=f$}f{a)fe(8)D; 


D'où l’on voit qu’en supposant réelles les racines & et 6, Det D 
seront de même signe, tandis qu’en les supposant imaginaires con- 
juguées, D et D seront de signes contraires, car le produit f(x) f(6) 
sera positif, et le facteur (4 — $ )? négatif. La proposition annoncée 
se vérifie donc à l’égard de Péquation F = o si elle a lieu pour l’é- 
quation f — 0; ainsi elle est générale, puisqu elle est vraie dans le 
cas du second degré. Les exemples suivants montreront déjà un 
usage de cette remarque. 
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Considérons une forme biquadratique 
= (a, 6,c,0",a)(x, yY'=a(x—1y)(x—$By)(æ—yy)(x —$y); 
soient Ï l’invariant du second ordre 


ad —4Dbb" +32 


et D le discriminant 
ai(a—B}?(a—y}2...(y— 0). 


Je dis qu'en supposant 1  o la forme proposée aura deux ou 
quatre racines imaginaires, suivant que D sera négatif ou positif. 
On a, en effet, ce qui se vérifie très aisément, 


1 = aa'— 4 bb'+ 3 c? — [(a—8y(y—53y 


NÉE (ur 0) (BEST 





+ (a 


donc, l’hypothèse 1 o exclut le cas où toutes les racines sont 
réelles, et le lemme précédent suffit pour distinguer l’un de l’autre 
les deux autres cas seuls possibles où le nombre des racines ima- 
ginaires est deux ou quatre. Quelque chose d’analogue a lieu aussi 
pour le cinquième degré; nous allons l'indiquer, bien que nous 
n'ayons pas à nous en servir par la suite. Soient 


= (a, b, C; dr, hr a')(æ, a 
Nc Er) Cry) (er —by)(e er), 


D le discriminant, a%(a— $)?... et A l’invariant qui figure dans 
nos recherches, savoir 


(aa'— 3bb'+ 2cc'} — 4(ab'— 4bc'+ 3c?)(a'b— Kb'ec+3c?); 
on trouvera 


NE — 





4 | Ro à 
 E(a—B}(B— +} (y — M (È—e)(E—a)?, 


le signe X se rapportant aux termes qu’on déduit de celui que 
nous avons écrit par les permutations des racines. 

Il s'ensuit que, en supposant A positif, la forme aura des racines 
imaginaires, et, comme précédemment, elle en aura deux ou 
quatre, suivant que D sera négatif ou positif. 
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En passant, remarquons encore cette relation 


Leume Il, — 77 a été remarqué (Section IT) que les coefii- 
cients de la forme-type avaient pour commun dénominateur 
(29,)5; d’après cela, et pour plus de commodité, nous const- 
dérons par la suite au lieu de © la forme (2J,)o, c’est-à-dire 


nous ferons 
P — (À, B, C, C’, B3 RARES n ); 


les coefficients n'offrant plus J, en dénominateur et ayant ainst 
pour valeurs 


36 À = A1J, + A6J,+ 6A5SJ3— 39A4J,J3— 9A3(6J? — Ji) 

— 126 A2J3,J5 + 288 AJ2J, + 115235, 
360 = A6J,+ A5J,+ GAÏJ3— 25 A3J,7, — 3 A2(1432—3J3) 

— 90AJ,J5 + 144939, 
36 B'— A5J, + At T3 GASJ? —15A2),J3— 3 a(10I2— 395) — 543395; 


9B ——IJI(A*+ 3A?2J;—244AJ;), 
9G'=—F(A3+3AJ, — 1293), 
gA'—— [(A?+ 3J;). 


Cela posé, on aura ces relations remarquables, 


AB: 7 BOB CNE RENTE 
() ABB CLS CHSEMOIS 

AA! — 3BB'+2CC'= 0. 

À — 2AC + A2B' = 32J4, 


(2) ! ! 
B — 2AC'+ A2A"— 0: 


les premières résultent de l’expression du covariant quadratique 
de ®, qu'on obtient bien aisément. Effectivement, cette forme ® 
provient, par le fait de la suppression du dénominateur (2J,)5, de 
la transformée canonique F, par la substitution 


A(CX + CY) = 02e NA VA(CX CNET 


donc son covariant quadratique proviendra, par la même substi- 
tution, du covariant WA XY relatif à F, multiplié par la quatrième 
puissance du déterminant de la substitution, c’est-à-dire par 
(293)*. Cela donne pour le covariant quadratique de la forme-type 
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celte expression remarquable, 
IGJÈ(AE— n?), 
d'où l’on tire de suite les équations (1). 


En recherchant de la même manière le covariant linéaire du 
cinquième ordre de la forme-type, on obtiendra la valeur 


120(2J3)13È; 


mais, d’après la loi générale de formation (Section 1), ce covariant 
sera 





2310 ( OP, de, ae ) 


— —© ——_——— ——————_—. 
dr de? dr? Ke dE 
= 120.28J10[(A—924AC+A2B')}È+(B—2AC'+A2A')n|, 


d’où l’on conclut les relations (2). 


Il serait très important, pour la théorie des formes du cinquième 
degré, de calculer, comme nous venons de le faire, les valeurs 
d’un plus grand nombre de covariants de la forme-type; on recueil- 
lerait ainsi des éléments précieux d’observation qui pourraient 
éclairer la nature des rapports de ces covariants avec la forme dont 
ils Lirent naissance. Pour le moment, nous ne pouvons nous empé- 
cher d'appeler l'attention du lecteur sur la simplicité des équa- 
ions que nous venons de trouver entre les coefficients si compli- 
qués de la forme-type ; elles vont nous donner une démonstration 
facile de la proposition suivante, qu'il importe d'établir pour la 
recherche spéciale que nous avons en vue dans cette Section. 


Leume II. — ZL’équation du quatrième degré par rapport 
à J», qu'on forme en égalant à séro l’invariant du dix- 
huitième ordre, a toujours deux racines réelles, et deux ra- 
Cines IMAgInaires. 

D’après la valeur que nous avons obtenue pour l?, cette équa- 
üuon est 

1612 = ASJI+ 244 J,J3; + AS(JS + GI) — 18A2J5J3s 
+ 3A(3JE— 04 J]?)—24(213+ 3J3Js) —0, 


ou, en ordonnant par rapport à J,, 


DA MBA A Ts) TR HAS 1849034 
+ (2 AtJ3— 7924AJ3)J9 + A3J3 — 48 I ‘0: 
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Elle est, comme on voit, assez compliquée pour qu'on puisse 
hésiter à y appliquer le théorème de M. Sturm; mais heureuse- 
ment elle admet une transformée très simple. Effectivement, pour 
une valeur de J, qui satisfait à cette équation, les coefficients A, C, 
B' donnent, en vertu des équations (1) et (2), 


AB'+ 3C? = 16AJ5, 
BG T4 
A — 2AC+ A2B'= 32Ji, 


puisque B, C’, A’, contenant I en facteur, s’annulent. Or, en éli- 
minant À et B/, on trouve 


3C+— 84AJ5C2+ 128J$C — 16A2J10 = o. 


Ce résultat paraîtra bien remarquable, si l’on a égard à la com- 
plication de la valeur de C exprimée en fonction de J,; quoi quil 
en soit, cette fonction étant rationnelle et entière par rapport à J», 
il suffira de raisonner sur l'équation en C, et d'établir qu'elle a 
bien deux racines réelles et deux racines imaginaires. Or le pre- 
mier point résulte de ce que le dernier terme est essentiellement 
négatif, et le second de ce qu’en faisant 


3 C+— 8AJ5C2+ 198J8 C — 16A2J19 — (a, b, c, b', a')(G, 1}, 
l’invariant du second ordre, 


aa'— ,bb'+3c?, 
a la valeur négative 


— 128 42719 (Lemme 1). 


Des limites entre lesquelles se trouve toujours renfermé l'invariant J, 
de toute forme du cinquième degré à coefficients réels. 


La forme-type, à laquelle nous avons ramené la forme générale 
du cinquième degré par une substitution linéaire, ne contenant 
plus que trois paramètres, A, J,, J,, on est naturellement conduit 
à étudier les racines de cette forme considérées comme fonctions 
de ces paramètres, tandis qu’on n’aurait jamais songé à se proposer 
la même question sur les racines elles-mêmes de la forme primi- 
uve, considérées comme fonctions de cinq quantités arbitraires. 
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Mais, dès l’abord de cette recherche, se présente une circonstance 
importante. En considérant pour les coefficients de la forme pro- 
posée, des valeurs réelles, les paramètres de la forme-type, qu’on 
ne devra pas déjà supposer imaginaires, ne peuvent même recevoir 
toutes les valeurs réelles possibles. Il entre, en effet, dans la 
forme-type, l’invariant Î du dix-huitième ordre, qui doit être aussi 
essentiellement réel, de sorte que (étant algébriquement indépen- 
dantes) les quantités A, J,, J,. en tant qu’elles proviennent d’une 
forme réelle, sont assujetties à cette condition de rendre positive 
la fonction 


1612 = 9AJS+G(A3— 12J3)J3 + (AS — 18A2J;)J2 
+ (24A4J3—72AJ2)J9+ ASJ2— 48973. 


Or, quels que soient A et J,, nous avons démontré que l’équa- 
üuon |? —o,en prenant J, pour inconnue, avait toujours deux 
racines réelles et deux racines imaginaires. Nommant donc 7 et J! 
ces racines réelles, 1l est aisé de voir qu'en supposant A positif, 
les valeurs de J, qui rendront la fonction Î réelle seront néces- 
sarement au dehors de l'intervalle compris entre 7 et J’, tandis 
qu'en supposant À négatif ces valeurs seront comprises, au con- 
traire, dans le même intervalle. Une observation très simple con- 
firme cette conclusion que J, est nécessairement limité quand A 
est négatif; si l’on suppose, en effet, J, très grand, on trouvera, en 
employant les expressions données précédemment des coefficients 
À, B, ..., que la forme ® devient sensiblement proportionnelle à 
(E YA —n);, de sorte que les cinq racines se présenteraient 
toutes comme imaginaires, en devenant égales à la limite, tandis 
qu’on sait bien que leur commune valeur doit être réelle. Ces 
limites, que nous venons de trouver pour les valeurs de J,, vont 
encore se présenter dans une circonstance importante, comme on 


Va voir. 


Des limites entre lesquelles les racines de la forme-type sont des 
fonctions continues de J,, considéré comme une variable réelle. 


Nous nous fonderons pour cette recherche sur ce théorème si 
important dans toute l'Analyse, que l’illustre géomètre, M. Cauchy, 
a démontré sous un point de vue plus général dans les Nouveaux 
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exercices de Mathématiques (L. Il, p. 109): « Les racines d’une 
équation algébrique dont les coefficients contiennent, sous forme 
rationnelle, un paramètre, sont des fonctions continues de ce pa- 
ramètre, tant qu’en variant suivant une loi donnée, en restant 
toujours réel, par exemple, 1l n’atteint pas une des valeurs parti- 
culières qui font acquérir des racines égales à l'équation proposée. 
Mais la quantité J,, que nous considérons comme un paramètre 
variable entrant dans l'équation que nous voulons étudier, savoir, 


(A, B, C, C', B, A'(x, 1) —0, 


sous un radical carré I, nous ferons y = Ix, ce qui donnera l’équa- 
tion en y, 

(A, IB, [2C, PC, IB' IF AD y, 195 00: 
dont tous les coefficients sont rationnels, puisque B, C/, A! con- 
ennent déjà I en facteur. Cela posé, nous allons, pour appliquer 
le théorème de M. Cauchy, calculer son discriminant. Or le dis- 
criminant D, de la forme primitive 


lab crc rnb ME ve 


se reproduisant dans toute transformée, multiplié par la vingtième 
puissance du déterminant de la substitution, on trouvera d’abord 
(293)°0.D pour le discriminant de ®, et (2J,)2°.120.D, pour celui 
de l'équation en y. Par là nous voyons que les valeurs de J,, pour 
lesquelles les racines y deviennent discontinues (!), sont données 
par les équations 
Le "6, D = A2+ 92179; — 0. 

Et comme le radical carré [ est aussi fonction continue de J,, entre 
les limites déterminées par l'équation 1 = o, la relation y = 1x 
montre qu'on peut regarder les racines + elles-mêmes comme 
fonctions continues de J,, tant que cette variable, que nous sup- 
posons réelle, n’atteint pas la valeur — 277A? ou l’une des quan- 
tités nommées précédemment 7 et 7’. Peut-être devons-nous faire 
observer que nous ne considérons pas un. autre genre de discon- 
unuité, le passage à l'infini d’une racine, lorsque le coefficient A 
s’annule. La raison en est que, dans le voisinage d’une valeur 


(1) On dirait plutôt aujourd’hui sont irrégulières, car il ne s’agit pas ici d’une 
véritable discontinuité. Er. 
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réelle de J,, qui donnerait À — 0, les inverses des cinq racines 
sont certainement des fonctions continues, et ne pourront passer 
du réel à l’imaginaire, ou de l'imaginaire au réel, lorsque J, aura 
atteint et dépassé la valeur particulière en question, en supposant 
toutefois, comme il arrive en général, que l’on n’a pas en même 
temps B= 0. On voit donc qu'aucun changement dans le mode 
d'existence des racines de la forme-type, comme quantités réelles 
et imaginaires, ne correspond à cette discontinuité particulière 
qui provient du passage par l'infini, et qu'’ainsi elle n’est pas à 
considérer dans notre recherche (1). » 


Sur les valeurs des racines de la forme-type lorsque J, est égal 
à la limite / ou à la limite /'. 


Nous avons précédemment distingué avec soin, dans l’ensemble 
des valeurs réelles de J,, les intervalles entre lesquels cette quan- 
tité peut être regardée comme provenant d’une forme à coefficients 
réels. Franchir les limites assignées sera donc considérer ce que 
deviennent les racines de la forme-type, pour un état imaginaire 
des coefficients de la forme primitive. Cependant, si nous suppo- 
sons toujours J, réel, ces valeurs imaginaires, qui viendront néces- 
sairement s'offrir, ne seront point entièrement arbitraires, et 
seront soumises à des conditions spéciales. Or on va voir combien 
est utile la considération de ces valeurs limitées comme nous le 
disons, de manière que les invariants du quatrième, du huitième 
et du douzième ordre restent réels, l’invariant du dix-huitième 
étant seul affecté du facteur ÿ— 1. Effectivement, nous allons 
pouvoir suivre de la manière la plus facile et la plus claire com- 
ment les racines de la forme-type changent successivement de 





(!) Cette considération des inverses des racines sert aussi à établir, quand on 
recherche la distribution en systèmes circulaires des racines v d’une équation de 


la forme 
N'y Pyrt E r0, 


N, P,... étant des polynomes entiers en 3, que ces systèmes subsistent sans alté- 
ration lorsque le contour décrit par la variable z vient à comprendre un nombre 
quelconque de points, auxquels correspondent des racines de l’équation N = 0. 
Voyez à ce sujet le n° 37 du Mémoire de M. Puiseux intitulé Recherches sur les 
Fonctions algébriques (Journal de Liouville, t. XV). 
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nature en passant du réel à l'imaginaire ou de l'imaginaire au réel, 
lorsque J, varie de — 0 à +, et, par suite, établir ce que sont 
ces racines dans un intervalle donné, résultat important auquel 
nous n’aurions pu parvenir en renonçant à ces valeurs de para- 
mètre variable qui supposent nécessairement imaginaires les coef- 
ficients de la forme proposée. Voici, pour cet objet, les dernières 
propositions préliminaires que nous avons à démontrer. Je dis 
d’abord qu’en supposant D — 0, on aura 


23212 — (95 A3 — 3.210J,)(25 A3 — 21173 )2. 


C’est une conséquence immédiate de la formule 


_. — ACB'? — A'C'B? — L pq(op?+ q°), 

donnée Section V. On trouvera, en effet, le résultat annoncé en 
élevant au carré et remplaçant p? et g? par leurs valeurs en J, et A, 
telles qu’elles résultent des formules de cette Section. Il s'ensuit 
que, pour D — 0, I sera réel ou imaginaire, suivant le signe de la 
quantité 25 A3 — 3.210J,, et, par conséquent, le discriminant s’éva- 
nouira dans l'intervalle des valeurs admises ou des valeurs exclues 
de J,, suivant que 23A%—3.210J, sera positif ou négatif. Cela 
posé, je vais démontrer que si le discriminant ne s’évanouit 
qu'en dehors des limites J— 7, J: — 7", les racines de la forme- 
type présenteront pour ces deux limites un même nombre de 
quantités réelles et un même nombre de quantités imaginaires. 
Deux cas sont à distinguer suivant que A est positif ou négatif. 
Dans l’un et l’autre, les racines de la forme-type seront certaine- 
ment entre les limites 7 et 7’ des fonctions continues de J,; dans 
le second cas, les coefficients de l’équation étant réels, le nombre 
des racines réelles de l’équation ne peut changer entre 7 et 7’ que 
si D s’annule, ce qui n’a pas lieu. Dans le premier cas, on ne peut 
faire le même raisonnement. C’est donc seulement dans le second 
cas que notre proposition se trouve immédiatement établie, et, 
sous ce point de vue, le premier exigerait une discussion que la 
méthode suivante évite, car 1l n’y figure plus de considérations de 
continuité. 


Lorsque [= 0, nous avons trouvé précédemment les relations 


(1)  AB'+ 3C?2 = 16A Ji, BC 20 A —92AC+A2B' = 32J3 
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el aussi une équation ne contenant que C, et que nous présente- 
rons sous cette forme 


(2) (3C2+ 4J$A)(C? — 4AJE) — — 19878 C. 


Cela posé, 1l s’agit d’en déduire les valeurs des quantités qui 
déterminent par leurs signes la nature des racines de l'équation 


A0, 0 0,:B-0) (#7) 0. 


Or ces quantités sont 25 C? — 5 AB’, en premier lieu, puis les rap- 


! 


B « = ’ ’ 
ports —, mais en leur place il sera préférable de prendre les 


A2 
suivantes 
K CEA R A CA BE 
ou même celles-ci 
NS CREANR & 
5C— AB, © et B'C, 
ce qui est permis comme on le verra bien facilement. Mais, par 


l'équation (1), on trouvera 


5C?2— AB'—=8(C2—92AJ;i) 


el 
DOS A DR Cr A Je 
RTE GA TESTS CO 


y 


ce qui nous conduit à déterminer la nature des racines de notre 
équation par ces deux fonctions très simples 


CS RTE 


u = C2? —92AJ5 D 
3: 16AJ5,— 3 C2 


car 1l est inutile de considérer la troisième B’C, qui conserve abso- 
lument la même valeur pour J, — 7, J: — J". 

Or, en élevant au carré les deux membres de l’équation (2), on 
introduira partout le carré C?, et une élimination facile alors 


donnera 
(3) (3u + 10AJS)2(u —2AJ5)? = 1282J16(u + 2AJS), 
“HU A3(306 + 5)2(20 — 1)? = 2.322J3(80 +1)(360 + 1)3. 


Chacune de ces équations aura, comme l’équation en G, deux 
racines imaginaires et deux racines réelles qui correspondent res- 
pectivement à J: — 7, J: — 7j’; donc, pour l’une et pour l’autre, 

H. — I. 22 
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les racines réelles seront de mêmes signes ou de signes contraires, 
suivant que le dernier terme sera positif ou négatif. Or le dernier 


terme de (3) est 
(4)2AJ20(25A3 — 91173), 


après avoir réduit à l’unité le coefficient de uw‘, et, après avoir ré- 
duit à l’unité le coefficient de v', le dernier terme de (4) devient 


25A3— 911J;, 
192[25 A3 — 3.910], |" 


et que À soit positif ou négatif, il est aisé de voir que ces quan- 
utés sont positives. En effet, pour À > 0, elles le sont évidemment 
si J, est négatif; mais, si J, est positif, la condition 


25 A3 — 3.910J, > 0, 
qui est l'hypothèse, entraîne 
25A3— 9117, > 0, 


etnotre proposition est vérifiée. Enfin, pour A € o, elle est évidente 
si J, est positif; mais, si J, est négatif, l'hypothèse, qui est alors 


25 A3 — 3.910], <o, 


entraine 
25 A3 — 911], < o. 


Donc, aux deux limites 7 et 7’, les trois quantités qui déterminent 
la nature des racines de la forme-type ont individuellement les 
mêmes signes, et ces racines présentent dans ces deux cas un 
même nombre de quantités réelles et imaginaires. 
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Ce que deviennent successivement les racines de la forme-t ype 
lorsque J, varie de — > à + +. 


Nous distinguerons quatre cas principaux dans cette recherche, 
que nous traiterons dans l’ordre suivant : 


Premier cas 

00, 25 A3 — 3,.210J, > o. 
Deuxième cas 

NÉ O,L2 PAS IS 0. 
Troisième cas 

A0, 25A3—3.210J,<o. 


Quatrième cas 
A<O,. 25A3— 3.9107,; <o. 


Premier cas (!). — Les valeurs admises de J, forment alors deux 
séries, l’une de — « à 7, la seconde de 7” à + > (en nommant y la 
plus petite des quantités 7 et 7’), et la condition 


25A3— 3,210], > o 


signifie, comme il a été dit plus haut, que le discriminant s’éva- 
nouira nécessairement pour une valeur de J, comprise dans l’une 
des séries indiquées; nous admettrons, pour fixer les idées, que ce 
soit dans la première. 

Cela posé, faisons croître J, par degrés insensibles à partir de 
— wo; tant que le discriminant D = A? + 27J, ne viendra pas à 
s’annuler, les cinq racines resteront des fonctions continues, et 
aucun changement ne surviendra dans leur nature. Mais, pour 
J, = — 2-7A?, deux d’entre elles et deux seulement deviendront 
égales; de sorte que, dans le voisinage de cette valeur, elles pour- 
ront passer du réel à l'imaginaire ou de l'imaginaire au réel, en 
devenant discontinues, tandis que les trois autres resteront au con- 
traire des fonctions continues de J,. | 


(*) Dans la discussion de ce premier cas, M. Hermite s'appuie sur le fait exact, 
mais dont il n'indique pas la démonstration, que — 2774? est dans l'intervalle 
— »,7, quand J, est positif, et dans l’intervalle j”, + + quand J, est négatif. 

E. P. 
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En raison de cette circonstance, essayons d’en déterminer la na- 
ture. Pour cela, nous nous placerons précisément dans ce cas par- 
ticulier où D = 0. Divisant la forme-type par le facteur linéaire 
qu’elle contient alors au carré, nous obtiendrons une forme cubique, 
dont il faudra calculer le discriminant. Mais, dans ce but, nous 
pouvons remplacer la forme-type ® par la transformée canonique, 
puisqu'elle s’en déduit en faisant une substitution au déterminant 
réel 2J,. Alors un calcul très facile, qui a été exécuté à la Sect. V 
(in finem), conduit, abstraction Pit d'un fi GRAS positif, à la 
fonction déjà considérée plus haut 


25A3— 0117, (1), 


Il a été remarqué qu’elle était positive dans ce premier cas, où nous 
nous trouvons maintenant, où l’on a les conditions 


AS 0, 95439210) 0; 


Aïnsi, de ces trois racines fonctions continues de J, entre les 
limites Tee — — 0, J, — 7j, une seule est réelle et les deux autres 
sont imaginaires. Gun posé, il s’agirait de reconnaître, pour des va- 
leurs de J, infiniment voisines de — 277A?, la nature des deux 
autres racines qui sont égales pour 


Ja — — 9-71, 


Cette question rentre dans les principes connus, mais nous pou- 
vons l’éviter en rappelant le premier lemme où 1l a été établi que 
la seule condition D < o assurait l'existence de deux racines ima- 
ginaires et de trois racines réelles. Puisqu'il y a dans l’équation 
deux racines imaginaires quel que soit J,, 1l faudra que les deux 
racines qui deviennent égales quand le discriminant s’évanouit 
soient MALE tant qu'ilest négatif, et passent à l'imaginaire lorsque, 
après s'être annulé, le Een devient positif. Maintenant, J, 
continuant à croître, la forme-type offrira toujours quatre racines 
imaginaires et une racine réelle jusqu’à ce qu’on parvienne à la 
limite J, — 7, à parur de laquelle on entre dans l'intervalle des va- 
leurs exclues du paramètre. Alors les coefficients qui contiennent 





(') J'ai pris, suivant l’usage, le discriminant d’une forme cubique de signe 
contraire au produit des carrés des différences des racines de cette forme. 
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en facteur le radical carré deviennent, dans tout cet intervalle, 
imaginaires; cependant nous allons encore suivre les racines en 
les faisant dépendre d’une équation à coefficients réels. Pour cela, 
faisant dans la proposée 


(A, n C, ei 52e AT p}° —= on V = DUT, 


nous aurons dans l’intervalle compris entre 7 et 7’ la transformée 
à coefficients réels 


EaV=TR, —c, T0, B, =ra](y, 10. 


Dans cet intervalle et les limites comprises, les cinq racines y se- 
ront fonctions continues de J, ; ainsi leur nature dépend de leurs 
valeurs initiales, par exemple pour J, = 7. Mais il est bien à re- 
marquer qu'alors les quatre racines qui sont imaginaires peuvent 
avoir leurs parties réelles nulles ; deux cas différents peuvent donc 
se présenter : les valeurs initiales des racines y seront toutes réelles, 
ou bien quatre d’entre elles seront imaginaires et une seule réelle. 

C’est une question curieuse et délicate de reconnaitre si les 
deux cas sont possibles, ou lequel peut seulement avoir lieu. Pour 
le résoudre, je remarquerai que l'équation en y, pour J, — 7 par 
exemple, est de cette forme 


(A, 0; Nes 0, B, 0)(9; 1) —0, 


! 


NEA»: , x re ; 
et que la quantité — est nécessairement positive. En effet, si elle 


»': 
était négative, on voit bien aisément que cette équation aurait 
nécessairement deux racines imaginaires et trois racines réelles. 
Et la même chose a lieu pour J,— 7’, d’où il suit que le signe 
commun aux deux racines réelles de l'équation en 


C2— 24AJ; 


I 
TO AIS 5 Cap OA 





sera celui de la quantité 5 C? — AB' aux deux limites. Or l’équa- 
tion en # a ses deux racines positives, car son premier membre, 
comme nous l’avons vu, est positif pour 9 — 0, et J, étant po- 
sitif, par la substitution, on le trouvera négatif au contraire pour 
e —+; donc, nous avons une racine comprise entre zéro et +, et 
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l’autre racine, qui est nécessairement de même signe, sera donc 
aussi positive. L’équation 


Ayi— 10Cy?+5B'=0 


a donc, par rapport à y?, ses deux racines réelles, et, comme AB 
est positif et que B'C = 4J5 est aussi positif, ces deux valeurs de y? 
seront positives. Ainsi, l'équation en y, pour J, = 7 et J, — }!, a 
ses racines toutes réelles, et le premier des deux cas dont nous 
avions admis la possibilité a seul lieu. 

Au delà de la limite J, — 7’, les coefficients de l'équation en x 
redeviennent réels, et dans cette seconde série des valeurs admises 
du paramètre, jusqu’à J, — + 0, les cinq racines restent indéfi- 
niment des fonctions continues, et offrent toujours une quantité 
réelle et quatre quantités imaginaires dont les valeurs initiales sont 
les produits du facteur Vi par des quantités réelles. 

Enfin, considérons le cas où le discriminant s’évanouit entre les 
limites J, — + wo, J,— 7’, et faisons alors décroître le paramètre 
variable de + à — . Tout à fait comme précédemment, nous 
trouverons, dans l’intervalle compris entre les limites + et J’, 
trois racines qui seront fonctions continues de J,. Deux d’entre 
elles seront imaginaires et la troisième réelle, à cause de la condi- 
uon 25A3— 211], > 0. Quant aux deux autres, qui deviennent 
égales quand le discriminant s’évanouit, elles seront imaginaires 
tant que le discriminant D restera positif, et passeront à l’état réel 
en devenant irrégulières lorsque D, après s'être annulé, deviendra 
négaluif. Nous parvenons ainsi à la limite J,— 7", avec deux racines 
imaginaires et trois racines réelles. Pour suivre ultérieurement les 
racines, dans l’intervalle des valeurs exclues, de Jo = 7’ à J, —7, 
nous ferons encore y — xy—1, et la transformée à coefficients 
réels aura dans toute cette étendue ses racines fonctions conti- 
nues de J:. Quant à leur nature, elle résulte cette fois sans ambi- 
guité des valeurs initiales, qui offrent trois quantités réelles et 
deux quantités imaginaires produits du facteur V1 multiplié par 
des quantités réelles. Nous savons que dans ce cas J, est nécessai- 
rement négatif. 

Enfin, lorsque le paramètre décroît de la limite 7 à — «, nous 
retrouvons pour les cinq racines des fonctions continues, parmi 
lesquelles deux sont imaginaires et les trois autres réelles. 
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Deuxième cas. — Les valeurs admises de J, forment une seule 
série de 7 à j’, et la condition 


25 A3 — 3.2107; A0 


signifie que le discriminant s’évanouit dans cet intervalle. Faisant 
donc croître J, par degrés insensibles à parür de la limite 7, tant 
qu'on n’atteindra pas la valeur — 2-7 A?, pour laquelle D s’annule, 
les cinq racines demeureront des fonctions continues, et aucun 
changement ne surviendra dans leur nature. Mais, pour D— 0, 
deux d’entre elles présenteront alors une irrégularité en devenant 
égales, tandis que les trois autres resteront des fonctions conti- 
nues jusqu’à la limite }”. En raisonnant comme dans le cas précé- 
dent, on verra que la nature de ces trois racines dépend encore de 
l'expression 25 A5 — 21! J,, qui maintenant peut être positive ou 
négalive. Supposons-la d’abord positive; c’est admettre dans l’in- 
tervalle compris entre 7 et 7’ l'existence de deux racines imagi- 
naires et d’une racine réelle. Donc, tant que le discriminant, avant 
de s'évanouir, restera négatif, les deux autres racines de l’équation 
seront réelles et, lorsque D deviendra positif après s’être annulé, 
elles passeront, en devenant discontinues, à l’état imaginaire. 
Ainsi donc, dans ce cas, deux racines imaginaires et trois racines 
réelles à l’origine J, — y, et quatre racines imaginaires avec une 
racine réelle à la limite supérieure J, =". Maintenant, si nous 


faisons encore y = x \/— 1, pour arriver à une transformée à coef- 
ficients réels entre les limites J,—7, J,——x, d'une part, 
Je — Jj', = + co, de l’autre, il est clair que dans ces deux inter- 
valles les racines y ne présenteront plus aucune discontinuité et 
demeureront respectivement ce qu’elles sont aux deux origines. Or, 
pour J, — 7 nous savons avoir, sur les cinq racines +, trois quan- 
uités réelles et deux imaginaires; donc, 1l en sera de même pour 
les racines y. Et, puisqu'il en est ainsi, l'expression 5C? — AB'est 
positive; alors, nous en conclurons qu'elle sera négative pour 
Jo — J', car le dernier terme de l’équation en w étant 


4 \? 
(à) AJ20(25A3— 011J,), 


à cause de A 0, les deux racines w sont de signes contraires. Donc, 
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les racines + présentant quatre quantités imaginaires pour J, = }", 
il en sera de même des racines y. 
Supposons en second lieu 


25 A3— o11J;< o: 


c'est admettre trois racines réelles comme fonctions continues de 7 
à J'. Alors les deux autres racines, qui sont égales quand D s’an- 
nule, seront imaginaires pour D < 0, et deviendront réelles quand 
D passera à l’état positif. Ainsi, comme tout à l'heure, deux racines 
imaginaires et trois racines réelles à l’origine J; — 7, mais cinq 
racines réelles à la limite J, — 7’. Pour ce qui concerne les quan- 
tités y=æy—1, de J, — j à J, ——«, elles seront fonctions 
continues, et, dans tout cet intervalle, présenteront, comme à 
l’origine, deux quantités imaginaires et trois réelles. De J, — }’ à 
J;, — +, elles seront encore continues, mais une seule sera 
réelle, les quatre autres imaginaires, et ayant pour valeurs ini- 
tiales les produits du facteur W—1 multiplié par des quantités 
réelles. 


Troisième cas. — Les deux derniers cas peuvent se ramener 
par la considération suivante aux deux premiers. 

Concevons que dans la forme-type on change A et J; en —Aet 
— J,, en conservant J, avec son signe, on vérifiera que les coeffi- 
cients À, B, GC, C’, B', A’ deviendront respectivement 


— À, BV, NON CUVE 


donc, en mettant à la place de x, æÿ/— 1, et multipliant encore 


la transformée par ÿ/— 1, on trouvera exactement le même résultat 
qu'en changeant les signes des invariants À et J3. Or les condi- 
tions caractéristiques des deux derniers cas, savoir 


A0, 25 A3— 3,2107,<o et Ak40, 25A3— 3.2107J,< 0, 


reproduisent, par le changement de signe de A et J,, celles des deux 
premiers. Ainsi, du second nous allons déduire le troisième, et du 
premier le quatrième, avec ce seul changement que tout ce qui a 
été dit des quantités x et y devra être transporté aux quantités y. 
el +, æ étant toujours l’inconnue de l’équation proposée, et y 
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désignant æ ÿ— 1. Cela donne les conclusions suivantes, en com- 
mençant par le troisième cas. Alors les valeurs admises du para- 
mètre forment les deux séries de — æ à 7 et de j'à +. 

Dans la première des cinq racines +, deux sont imaginaires et 
trois réelles; dans la seconde, quatre sont imaginaires, une seule 
est réelle, et, d’ailleurs, dans les deux séries elles restent toutes 
fonctions continues du paramètre. Pour les racines y, c’est dans 
l'intervalle compris de 7 à 7’ qu’elles dépendent d’une équa- 
tion à coefficients réels, et deux cas sont à distinguer suivant que 
29 A%— 2113, est négatif ou positif. Dans le premier, sur les trois 
racines qui sont fonctions continues de 7 à j', une est réelle, et 
deux sont imaginaires. Quant aux deux autres racines qui devien- 
nent discontinues pour D = 0, elles sont réelles si D est négatif, 
et imaginaires lorsque D est positif. Enfin, si 25A%— 2117, est 
positif, les trois racines qui sont fonctions continues sont réelles, 
et les deux autres sont imaginaires pour D < 0 et réelles pour 


JS 6: 


Quatrième cas. — Résumé. — En nous bornant pour abréger 
aux racines æ, on voit qu'elles seront toutes fonctions continues 
du paramètre dans l'intervalle des valeurs admises qui s'étend 
de 7 à J'. Maintenant, et d’après ce qui a été dit du premier cas, 
toutes ces racines seront réelles si J4 est négatif, deux seront ima- 
ginaires et les trois autres réelles si J; est positif. Iei on ne voit 
plus figurer le discriminant; cependant il est bien facile de véri- 
fier encore que pour J; négatif 1l a une valeur positive et pour 
J3 positif une valeur négative. Effectivement, cette condition 
J3 < 0 signifie, d’après ce que nous avons vu dans le premier cas, 
que le discriminant s’évanouit entre les limites J, — — oo, J,= 7; 
or, pour des-valeurs croissantes du paramètre, 1l passe, en s’éva- 
nouissant, du négatif au positif, el arrive à l’état positif dans l’in- 
tervalle des valeurs admises. Au contraire, si J4 est positif, 1l 
s'évanouit entre les limites J, = 7’, J,—+, et a conséquem- 
ment une valeur négative dans l'intervalle compris entre 7 et J’. 
Dans le troisième cas, le discriminant ne se trouve pas non 
plus immédiatement en évidence; mais, comme 1l s’évanouit alors 
dans l'intervalle compris de 7 à j”, il est clair qu'il est négauf de 
JP —— 0 à J,— 7, et positif de J, — j' à J2 — + 00. 
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Ces remarques faites, nous pouvons maintenant rapprocher les 
divers résultats que nous venons d'obtenir; nous formerons ainsi 
le tableau suivant, qui offre l'expression par les invariants fonda- 
méntaux du nombre des racines réelles et imaginaires de l’équa- 
uon générale du cinquième degré : 


A2 +91], <o..., 
trois racines réelles, deux racines imaginaires; 
À << 0, 525 AS 210 ESS 
cinq racines réelles; 
AO, 25A3—3.21007, = 0, 25A3= = =0, 


ï cinq racines réelles; 
A?+ 91 2 >0 
N°0, es 


une racine réelle, quatre imaginaires; 
AO, 925A3—3.210J, > o, 2543—°211J"0, 


une racine réelle, quatre imaginaires. 


On comprend facilement comment dans certains cas le nombre 
des conditions a pu se réduire. Par exemple, avec A? + 27%, > 0 
et A => 0, on trouve une racine réelle et quatre racines imaginaires 
lorsque 25 A3 — 3.210J, est positif, et aussi lorsqu'il est négatif; 
on peut donc ne conserver que les deux premières conditions. 
Enfin, nous remarquerons, dans l’un des cas où 1l y a cinq racines 
réelles, que les conditions 

AO MES: 0 


entraînent la suivante 
25 A3—3,.210J, Lo, 


qu'on pourra supprimer si l’on veut. La simplicité de ces résultats 
ne semble-t-elle pas indiquer que le théorème de M. Sturm, si 
beau dans sa généralité, est loin de fournir l'expression définiuve 
des conditions de réalité des racines des équations algébriques? 
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SECTION VII. 


Sur la réduite du sixième degré de l'équation générale 
du cinquième degré. 


Lagrange a fait voir que la résolution par radicaux de l’équation 
du cinquième degré dépend, lorsqu'elle est possible, de la déter- 
mination d’une racine commensurable, d’une équation du sixième 
degré dont les coefficients dépendent rationnellement de ceux de 
la proposée. Mais jamais le calcul de cette réduite du sixième degré 
n’a été effective en général. La raison en est que les fonctions de 
cinq lettres les plus simples qui n’ont que six valeurs étant au 
moins du second degré par rapport à l’une de ces lettres, les coef- 
ficients de la réduite se présenteraient comme des fonctions des 
cinq coefficients de l'équation proposée montant jusqu’au douzième 
degré, et contiendraient par suite plusieurs centaines de termes. 
Or on va voir qu’on peut vaincre cette difficulté à l’aide des ré- 
sultats que nous avons obtenus sur les invariants des formes du 
cinquième degré. Faisons, en effet, 


f=(a, b, 0, €, d',a')(æ, y} 
= a(x —ay)(æ—f$y)(x—yy)(x—0y)(x —:7), 


et considérons la fonction suivante des racines 





D PPT SEC) Ce — 0)! 
D nn Pat) (=) (D a)(e—p}, 


on reconnaîtra bien facilement qu’elle est susceptible seulement 
de six valeurs, et, en second lieu, qu’elle est un invariant de la 
forme f. Il en résulte que les coefficients de l’équation du sixième 
degré en { seront des fonctions rationnelles et entières de ces in- 
variants fondamentaux, À, J,, J,, car l’invariant du dix-huitième 
ordre n'y entrera pas, les degrés par rapport aux coefficients de f 
étant multiples de 4. 
Ainsi, qu'on représente celle équalion en £ par 


Hi) + (2) + (3) +(4)2+(5)t+(6) = 0, 


(1), (2), etc. seront respectivement des fonctions linéaires des 
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quantités placées en regard dans le tableau suivant : 


(1) A 

(2) A? J, 

(4 AS TS TRE 

(4) AUIEAT JS PAS NT 

(5) AS NAT, CAT JE NRETUS 

(6) A6 AJ, AS JS AAA, JTE 


On voit donc qu'on est ainsi amené à un calcul relativement 
très facile, et que je me réserve de développer dans une autre 
occasion. J’exposerai alors les propriétés de cette équation en #, 
qui sont analogues à celles de l’équation modulaire pour la trans- 
formation du cinquième ordre, sous ce point de vue que les fonc- 
tions non symétriques des racines qui s'expriment rationnellement 
par les coefficients varient ou ne changent pas dans les deux cas 
par les mêmes permutations de ces racines. Cette équation en £ est 
également intéressante en ce qu’elle offre le type d’une classe d’é- 
quations du sixième degré réductibles au cinquième. La propriété 
distinctive et caractéristique de cette classe d'équations consiste 
en ce que l’une des valeurs de ces fonctions des racines qui, sans 
être symétriques par rapport à cinq d’entre elles, n’ont cependant 
que six déterminations possibles, est alors nécessairement ration- 
nelle. 

Je ne terminerai pas ces recherches sur les formes du cinquième 
degré, sans rappeler que mon ami M. Sylvester avait obtenu avant 
moi, dans son beau Mémoire sur le calcul des formes, la nouon 
des invariants du quatrième, du huitième et du douzième ordre. 
En donnant aux formes du cinquième degré cette expression élé- 
gante 

ax + Dy$ + cz, 
sous la condition 
T+VY+3—=O, 


M. Sylvester a trouvé pour ces invariants les valeurs 
d'b?+ a?c?+ bc2— 2abc(a+b+c), a?b?c?(ab + ac + bc), abc, 


qui sont des fonctions symétriques très simples des trois élé- 
ments 00,10: 
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Enfin, l’invariant du dix-huitième ordre, qui joue un rôle si im- 
portant dans ma théorie, s’est aussi présenté dans ses recherches, 
élevé au carré et indiquant, lorsqu'il s’'évanouit, Pimpossibilité de 
a réduction à la forme citée 
la réduction à la fo t 


ax + by5 + czi. 
Exprimé en à, b, c, 1l a pour valeur 
asb5ci(a—b)(a—c)(b—c), 


expression encore bien simple, et qui montre sous des points de 
vue très différents comment on est conduit aux mêmes notions 
analytiques dans cette vaste et féconde théorie des formes. 


——_—_— (0 (0 © — 





SUR LA THÉORIE 


DES 


FONCTIONS HOMOGÈNES 
A DEUX INDÉTERMINÉES. 


Journal de Crelle, Tome 52. 


PREMIER MÉMOIRE. 


Une proposition élémentaire et fondamentale dans la théorie 
arithmétique des formes consiste en ce que, pour un degré donné, 
et pour un nombre donné d’indéterminées, toutes les formes à 
coefficients entiers qui possèdent les mêmes invartants sont ré- 
ductibles à un nombre fini de classes distinctes. Ce théorème a été 
démontré par Lagrange et Gauss pour les formes quadratiques à 
deux et à trois indéterminées; je l’ai étendu ensuite aux formes 
quadratiques générales, el à toutes celles qui sont décomposables 
en facteurs linéaires; ainsi 1l paraît bien vrai dans toute sa géné- 
ralité. Mais, pour arriver à l’établir de cette sorte, 1l faudrait ré- 
soudre, dans toute leur étendue, les problèmes suivants, aussi 
beaux que difficiles. 

Le premier, qui appartient à l’Algèbre, consiste à obtenir la 
notion complète de ces fonctions rationnelles entières des coeffi- 
clients, nommées énvartants par M. Sylvester, dans le sens primi- 
ivement attribué par M. Gauss au mot de déterminant. 

Le second, qui est du ressort de l’Arithmétique, consiste à dé- 
couvrir par quelles substitutions à coefficients entiers on peut 
transformer une forme donnée en une autre dont les coefficients 
aient des limites, fonctions seulement des énoariants. Enfin, il 
faut une méthode propre à donner le système complet des formes 
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réduites, représentant la totalité des classes distinctes pour des 
valeurs assignées «a priori aux invariants. 

En me bornant à la considération des formes à deux indéter- 
minées, J'ai présenté un premier essai sur Ces questions dans mon 
Mémoire Sur l’introduction des variables continues dans la 
théorie des nombres. Le principe dont j'ai fait usage fait résulter 
de la même analyse la notion des invariants et la théorie arithmé- 
tique de la réduction. Mais, dès le cinquième degré, l'application 
de ma méthode devient si compliquée que les résultats généraux 
ne se trouvaient établis qu’à titre de possibilité, et il restait à dé- 
couvrir une méthode numériquement applicable. C’est ce qui a 
été l’objet de mes recherches assidues depuis plusieurs années, et 
j'espère y être enfin parvenu, mais pour le cas seulement des formes 
de degrés émpairs. Une différence profonde se manifeste en effet 
dans la nature analytique des formes binaires, suivant que le degré 
est un nombre pair ou impair. Ces dernières me semblent plus 
faciles à traiter; j'ai trouvé qu’elles jouissent (sauf une exception, 
celle des formes cubiques) de cette propriété arithmétique géné- 
rale que, pour un système donné de valeurs des invariants, les 
formes des diverses classes sont transformables les unes dans les 
autres par des substitutions linéaires au déterminant wn, mais à 
coefficients fractionnaires; c’est-à-dire, en adoptant la notion pro- 
posée par M. Eisenstein, que les diverses classes qui ont les mêmes 
invariants ne forment qu'un genre. Les formes de degrés pairs 
m'ont présenté de plus grandes difficultés, que dès longtemps Je 
ne puis espérer vaincre. Mais J'ai remarqué que le cas des formes 
biquadratiques se distinguait d’une manière toute particulière, 
comme le cas des formes cubiques, par rapport aux autres formes 
de degrés impairs. Aussi me suis-je proposé d'en faire une étude 
spéciale dans ce Mémoire, en développant à leur égard les prin- 
cipes fondés sur l'introduction de variables continues que J'ai pré- 
cédemment exposés (Journal de Crelle, t. A1). J’offrirai ensuite 
avec plus d’étendue et plus de développement la nouvelle théorié 
dont j'ai donné une idée sommaire dans le Journal de Mathéma- 
tiques de Cambridge et Dublin [Sur la théorie des fonctions 
homogènes à deux indéterminées (Cambridge and Dublin Ma- 
thematical Journal, 1854)], et qui m'a conduit aux résultats que 
je viens d'annoncer sur les formes de degrés impairs. 
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PREMIÈRE PARTIE. 


THÉORIE ALGÉBRIQUE DES FORMES BIQUADRATIQUES. 


Sur les invariants et covariants biquadratiques. 


Je ferai usage, dans ces, recherches de la notation qu’emploie 
M. Cayley pour représenter d’une manière abrégée les formes à 
deux indéterminées. Elle consiste à poser 





TOILE! Si AM — 11 F . 
AL! + mbzm-1y = nr] CL AVS SR SE LIVES 
A | 1 
e LE —( ! 1 ! re 
— mb TyM- Il a'ym — x b, ÊTES b Per )(æ,y}"#, 


et son principal avantage est d'indiquer commodément les opéra- 
uons relatives aux substitutions linéaires. Par exemple, si la trans- 


formée 
; 3 A 
AXM EE Un B XAVIER OX MEN TEE 
10 
TEE En 0 C'X2Y—2 2 np B'XY MERE 
[.2 


a élé obtenue en faisant 
xæ—=axX +8 Y, Y=YX+3Y, 
on écrira 
1,0 b',c',a'ÿaX + BY, yX + D Y}" = (A, B,C,.., C', B, ASCX,V)” 
(a,6,c,.…..,0",e,a ){aX HS Y, YAÆHOY)n= (A NB, CORRE 
Cela posé, soit 
0 +, À 
J = (a, b,c,b',a )Cz, y) 
l'expression générale d’une forme biquadratique, les deux fonctions 


2 


= aa —4bb'+3c, jy = aca + 2bcb"— ab'?— ab? — ci, 


dont la découverte appartient à M. Cayley, sont les énvartants 
fondamentaux de f. Elles jouissent de cette propriété, qu’en sup- 
posant 


0 Q ee 
(a, B,c, b',a')(ax + By, yx + 0y) = (A, B, C, B', A')(x, y) 


(ee) 
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les fonctions semblables 
I — AA'— 4BB'+ 3C?, J — ACA'+ 2 BCB'— AB'2 — A’B?-— C3 
vérifieront les égalités 
L = é(aù — fy)t, = J(aù — By). 


De plus, elles sont bien des invariants fondamentaux; car M. Syl- 
vester a démontré que toute fonction rationnelle et entière de a, 
b, c, b', a' qui se reproduit, multupliée par une puissance du dé- 
terminant 4 — $y, lorsqu'on y remplace à, b, c, b', a! par A, B, 
C, B', A/, est nécessairement une fonction entière de £ et 7. Je 
pense pouvoir renvoyer pour les démonstrations de ces proposi- 
tions importantes aux travaux des savants géomètres que Je viens 
de citer, et arriver immédiatement à la notion des covariants de 
la forme biquadratique. 

Et d’abord, je rappellerai qu’on nomme covariant d’une forme 
de degré quelconque 

Ji dU0, Gene ON ax. y}" 
toute autre forme | 
D'UN CRT NT) 

dont les coefficients sont fonctions rationnelles et entières de a, 
b, c, ... et qui jouit de la propriété qu’exprime l'équation 


(ad Byo(a, b,c,...;ax+By,yr+0y)=vo(A,B, C,...;æ,y), 
les quantités A, B, ... étant toujours celles qui donnent 
LA 10 N TX 
(Abo C0 ,aï(ar P6y,yr+dy)"= (A, B,0C,...)(r, y} 
Telle est, par exemple, relativement à toute forme f, la forme 


( æd f ) — Œf &f 
dx dy dx? dy?’ 








\ 


comme l’a démontré sous un point de vue plus général M. Hesse. 
Dans la théorie spéciale des formes biquadratiques, le covariant 
ainsi obtenu joue un rôle important; nous le désignerons par g, 


en posant 
I dif \2 æf a ” | 
nr —_ + = | = (0? — t+o(bc — ab')x3 
14] E D) dx? dy? ( ac) + 2( Jay 
+ (3c2— 2bb'— aa')x?y2+2(b'e—a'b)xy + (8®— a'c) y*. 
HI. 5 





ET 
le) 


354 ŒUVRES DE CHARLES HERMITE. 


De f et g on tire la notion d’un nouveau covariant du sixième 
degré, que je définirai ainsi 


df_ af 
; OPA 
SRE ce dg dg 
2 Mar 


En faisant 
(4 ! xd 
h= (P; g,;,r,;, 5,7, q4;pP )(æ, 7), 


on aura ces valeurs 


a2b"— 3abc <+2b3, 


P = 
p=—a?b+3a"b'c—20b", 

6q —+aa'+2abb" —gac? +6b?c, 
6g' ——a?a—2a'b'b+ga"c? —6b'?c, 
3r — + aba'—3acb" + 2026; 

3r — —ab'a+3a'cb —2b"?b, 

25 — . ab? ab?; 


Il existe entre f, g, h et les invariants 7, 7 une relation remar- 
quable et importante, savoir : 
(A) À SR APE ME EE 


M. Cayley, qui m'a communiqué cette relation que j'avais aussi ob- 
tenue de mon côté, en a tiré une méthode ingénieuse et très origi- 
nale pour la résolution de l’équation du quatrième degré. Comme 
cette résolution est un point essentiel de la théorie algébrique des 
formes biquadratiques, je vais la présenter sous le point de vue 
qui m'est propre, et y rattacher la démonstration de l’équation (A). 


(WF: 
Résolution de l'équation du quatrième degré. 


Soit, en décomposant en les facteurs linéaires la forme proposée, 
2N 
(a, b, 0, b',a (x, y}'=a(x —ay)(x —By)(x —yy)(x —ôy). 


La réduite du troisième degré s’obtient, comme on sait, en consi- 
dérant la fonction résolvante 


t=a(a+f$ —y—)à), 
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dont il faut calculer le carré. Or on peut mettre £? sous cette forme 
34 = a[(a—B}+(x —y}+(a—0d0)2+ (8 — V2 +(B— 0) + (y—0)?] 

nude 0) (By) Ça — y) (Bi S)T, 
d’où, en posant 
0 + a[(a—8)(B—y)+(a —7)(B—8)], 


et évaluant en fonction des coefficients la somme des carrés des 
différences des racines 


12 = 16(0?— ac + ab). 
Cette quantité À que nous avons introduite dépend, comme on 


le sait d'avance, d’une équation du troisième degré, qui aurait pour 
racines : 


D = — af(a—3)(B—Y)+(a—Y)(8—8)], 
(B) = — al(a— B)(È—y)+(a— y) (È —8B)], 


1 E TE — a[(a — 0) (y — Beta hp} 20)]. 


I 


el 


Or cette équation s'obtient très facilement par la remarque st 
vante : Posons 


fast ci p’, a'Smaæ + UV, AT +NVY )t 
= (A,B, C, B',A'\x, y) = A(x— ay)(æ—by)(x—cy)(x— dy), 
on aura ces valeurs pour le coefficient A et les racines de la trans- 
formée, savoir : 
A=a(m—an)(m—f@n)(m—yn)(m—ûn), 


LAON SERRES pe — fy +: LE er M NE pe — Ôv . 


4 = — 





2 Æa 2 2 Es re ÿ 
AU At m—f$n nm—vyn Mon 
d’où l’on conclura 


A(a—d)(b—c)=(mr—nu}a(ax —à)(B—7Y), 
A(a—c)(b—d)=(m,—nu}a(a —%)(8 — à), 
A(a—b)(c—d)=(mr—nu} a(a—8B)(y—à). 





Ces relations montrent que les quantités 4 se reproduisent dans 
toutes les transformées, mulüpliées par le déterminant de la sub- 
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slitution ; ainsi les coefficients de l’équation dont elles dépendent 
sont des éneariants de la forme proposée. Ces coefficients sont 
d’ailleurs des fonctions entières de a, b, c; b', a!'; donc, d’après la 
proposition de M. Sylvester, 1ls s'expriment à fonction entière des 
quantités z'et 7. L'équation cherchée est ainsi de la forme suivante : 


08+ pi0+o7 =0, 


° et s étant numériques. En effet, le coefficient de 0? doit être nul, 
puisqu'il n’existe pas d'invariants du premier degré, et les deux 
autres ne peuvent être que proportionnels respectivement à cet, 
qui sont les seuls invariants du second et du troisième degré. Pour 
trouver p et s, considérons un cas particulier, par exemple celui 
de la forme 
PUINO Fri 0 oÿæ, arr 

on a alors 


et, par suite, l'identité 


(0 4)(0 ET) = EE B 60 EE 0. 
d’où 


L’équation en 0 est donc généralement 


\ 


403 — 10 + 7 — 0. 


Le discriminant de la forme proposée se ramène immédiatement 
au discriminant de cette équation en 6, car on tire des relations (B) 


0, — 0 — 


0, —0— La(a— à)(B — y), 
0 — 03 = La(a— (8 —7y), 


à 
ES 
8 
| 

_— 
A 
Ta 
TD 
| 
© 
rt 


| += 


donc 
(01— 02)2(01— 03)2(09 — 03}? 
af N d\9 D \9 I : . 
= (a—$}(a— y}(ù — 0) (B— YPO) ER RR 
4 Â 


Cette expression si importante se présente ainsi immédiatement 
sous la forme remarquable que lui a donnée M. Cayley. Dans le 
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cas où elle est négative, deux des racines de la forme biquadra- 
tique sont imaginaires et les deux autres réelles. Mais, si élle est 
positive, elles peuvent être toutes réelles ou toutes imaginaires. 

En général, le produit des carrés des différences des racines d’une 
équation de degré quelconque est positif ou négatif suivant que le 
nombre des racines imaginaires de cette équation est 


[ 


O ou 


2 (mod. 4). 


Il 


La condition nécessaire et suffisante pour que, & — 257? étant po- 
sitif, toutes les racines soient réelles, consiste en ce que les trois 
valeurs distinctes du carré de la fonction résolvante, c’est-à-dire 
les trois quantités 


2—ac+aû, b—ac+al;, b?— ac + al, 
soient positives. Or leur somme est 
3(b2 — ac), 
la somme de leurs produits deux à deux est 
3(b?— ac)? — L ta?, 


et nous prouverons plus loin que leur produit est un carré; donc, 
pour qu'elles soient positives, 1l suffit d'écrire 


b— ac > o, 12(b2— ac)? — ia? > 0. 


On obtient ainsi, sous la forme la plus simple, et indépendam- 
ment du théorème de M. Sturm, les conditions de réalité des racines 
de l’équation générale du quatrième degré. 


LIT. 


Relation entre les formes f, £, k et conséquences de cette relation 
dans la théorie des fonctions elliptiques. 


L'équation remarquable qui existe entre la forme proposée f et 
ses deux covariants g et À, savoir : 


(A) ET À A mn NL 


peut être obtenue par plusieurs méthodes. Celle que nous em- 
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ployons la rattachera à ce fait bien connu, et qu'il nous reste à 
établir, que le produit des trois valeurs distinctes du carré de la 
fonction résolvante, qui aura l'expression 


A(b2— ac + añ,)(b? — ac + a83)(b? — ac + ab) 


— {(02— ac} — 1a°(b?— ac) — jai, 
est un carré parfait. 
Partons pour cela de l'identité suivante : 
(abs che ax — by, ay)" 
= [a,o, — a(b?— ac), a(a? b'—3 abc + 2b3), ia —3 a(b? — ac}? Îtr, y}, 


où le second membre est une transformée par une substitution au 
déterminant a de la forme proposée. Il en résulte, pour l’invariant J 
de cette transformée, la valeur 


L=yar 
Or, en calculant directement J, on trouve 
J — a@i[{(b2— ac} — ia?(b? — ac) —(a?b'— 3abc+2b3}?|], 
et, en égalant cette expression à Jaf, 1l vient 
4(D2 — ac)3 — 1a?(b?— ac) — jai —(a?b'— 3abc + 2b3}; 
ce qui démontre la proposition annoncée. 
L'équation (À) s’en déduit de la manière suivante : 
Posons 
! Fe - ; AN 
(a, b, c, b", a')\imr+uy, nr Envy} = (A, BCE 
m et n étant des quantités arbitraires, et & et y élant telles que le 
déterminant de la substitution est 
INR D = I. 
Relativement à la transformée ainsi obtenue, nous aurons 
4(B? — AC) — SA2(B?— AC) 27 A3 Z(ALB ES ABOSSARNES 


car les invariants £ et 7 seront restés les mêmes. J'ajoute que les 


quantités 
A, B?— AC, A2B'—3ABC + 2B3 


Le... 
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deviendront respectivement f, g,'h, en y mettant m et nr au lieu 
de x et y, de sorte que nous tomberons précisément sur la rela- 
ton à démontrer. 


Soit en effet o(«, b, c, b', a'; x, y) l'une quelconque des formes 
f; &, h; nous aurons, comme il a été dit ($ I), la relation caracté- 
ristique pour les covariants 


(my — nu) o(a, b, e, b’, a, mx + ny,nx +vy) = œ(A,B, CG,B',A';#, ÿ), 
ou seulement. 


p(a, d, 6, 0’, a’; mr +puy, nx+vy)=o(A,B, C,B', À’; x, 7), 


puisque le déterminant de la substitution est l'unité. Faisons, dans 


cette identité, 
BAT Où 


le second membre se réduira au coefficient de la puissance la plus 
élevée de x, c'est-à-dire, en supposant successivement 


se 7; CE h, 
aux quantités 
A, B?— AC, A2B'—3ABC+2B3. 


Or, dans les mêmes circonstances, le premier membre représente 
les formes f, g, h lorsqu'on y met les quantités arbitraires m et n 
au lieu des indéterminées x et y, ainsi que nous voulions le dé- 
montrer. 


La relation 
MAR EE Ie =" h? 


trouve une application immédiate à la théorie des fonctions ellip- 
tiques. Mettons-la sous la forme 


g \3 PS h  y— 
, lé He te 
US = | _ ) 7 ÉTES VA 
V4 (&) “ E 
en divisant par f* et extrayant la racine carrée des deux membres. 
Considérons ensuite l’indéterminée x comme une variable indé- 





pendante, et faisons 
RLT 


il suit du principe algébrique de Jacobi pour la transformation 
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des intégrales elliptiques que la substitution rationnelle 


(b?— ac)æxt + 2(bc — ab')x8+(3c?—2bb— aa )x? 
+ 2(b'c—ab)r+(6?— ac) 





donnera 








PRE. 
(abc) 07 a Cr) 
CRE RE ER 
2 
Va, b;c, d'a) 


| dz " » 
ÎreS F 
; 


M étant une constante. Mettons encore & + au lieu de z, l'intégrale 


dz A 
le —i3— 7] 


sera ramenée à la suivante 


dz 
Î= 


4 





o désignant la constante “+ Ainsi nous avons la réduction de lin- 


tégrale elliptique la plus Er à une autre plus simple où n’entre 
qu'un seul paramètre. Et l’on voit immédiatement que toutes les 
intégrales, liées à la proposée 


mme de a'\(æ, 1): 


par une substitution linéaire quelconque 





mX—+ru 
Vite rdl GRR) 
HXEEN 


"2 
conduiront absolument à la même intégrale réduite, le rapport £ 


conservant la même valeur dans toutes ces transformées. 
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SECONDE PARTIE. 


THÉORIE ARITHMÉTIQUE DES FORMES BIQUADRATIQUES. 


1h. 


De la forme quadratique sur laquelle repose la théorie 
de la réduction. 


Je considérerai spécialement, dans ce qui va suivre, les formes 
biquadratiques à racines réelles, et je me propose d’exposer à leur 
égard l'application de la méthode générale que j'ai donnée dans mon 
Mémoire Sur l'introduction des variables continues dans la 
théorie des nombres. Cette application aurait dû trouver immédia- 
tement place à la suite de ce Mémoire, mais alors je n'avais pu en- 
core réussir à lever plusieurs difficultés dont la solution sera main- 
tenant très facile en se fondant sur les résultats que j'ai donnés 1c1 
dans la première Partie. Dans une autre occasion j’essaierai de 
traiter aussi les formes biquadratiques qui ont des racines ima- 
ginaires et qui me semblent devoir donner lieu à une étude inté- 
ressante. 

Soit, comme précédemment, 


ZN Je: 
f=(a,b,c,b,a)(æ, y} = a(x —ay)(x —By)(x —yy)(x —07) 


les racines &, f, y, à étant réelles. Le principe arithmétique de la 
théorie de la réduction repose sur la considération de la forme 
quadratique 


? D t(xr — (24 70 bois re Peas Di By )2 —<+— AT EE VY EE AE à En dy }?, 





où les quantités #, #/, t”, 4" sont des variables réelles et positives. 
Nommons A l’invariant de cette forme et S la substitution à coet- 
ficients entiers propre à la réduire pour un système donné de va- 
leurs des quantités £. En effectuant dans f cette substitution S, on 
aura une transformée 


g LA FA ’ 
IE GS B, C, B ) A MERE M le 
dont les coefficients vérifieront les conditions suivantes 


1  a?A? [ a? A? “M 1  a?A? 
| RS TT TITLE 








a AA — — 5 
( ) ne 144 ttt"1"? Se 144 ti 7"? 
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qu’on doit considérer en valeur absolue. Ces conditions, que j'ai 
données dans le Mémoire précité ($ V, 4°), conduisent à consi- 
dérer attentivement la fonction 
a? A? 
DTA 


et à rechercher les valeurs réelles et positives des variables £ pour 
lesquelles elle prend la plus petite valeur possible. J'ai établi que 
ce minimum avait une valeur constante dans toutes les transformées 
équivalentes à la forme proposée, ce qui m’a permis de la prendre 
comme définition de l’invariant de la forme biquadratique. J'ai 
démontré aussi que » devenait un covariant de /, lorsqu'on y rem- 
placerait #, t', ... par les valeurs spéciales qui fournissent le mi- 
nimum de T. Ce sont ces diverses conséquences de ma méthode 
générale que je vais développer seulement pour le cas particulier 
des formes biquadratiques. Je les ferai précéder de ces deux re- 
marques : 


Premièrement, aux inégalités 





AA IST) DIBB PET RNCS 


14% 14% 


on peut Joindre les suivantes 
I 3 I 3 
A PA CNT A Br Te 
125 ! 12 L 


qui se tirent de la même analyse, afin, par exemple, d'obtenir une 
limite pour le coefficient B, si l’on suppose B'= 0, l'inégalité 
BB’< > T ne pouvant plus alors être employée. On généralisera 
très facilement cette remarque, qui est essentielle pour prouver 
qu'il n'existe qu’un nombre fini de formes F, dont les coefficients 
vérifient un pareil système d’inégalités. Dans le cas présent, il n’y 
a à faire d’autre restriction que de supposer qu’on n’ait jamais si- 
multanément 

AL=+0 B'—0Aÿ ou on AO MP 


? 


c'est-à-dire que la forme quadratique n’a pas de racines doubles, 
comme on le voit aisément. Il est d’ailleurs inutile d’exclure le cas 
des racines commensurables, qui pourrait donner A ou A! — 0. 
La seconde observation qui me reste à faire est relative à cette 
vpération arithmétique de la réduction de la forme quadratique +, 
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pour tous les systèmes de valeurs des variables £, 4!, €”, #", qui 


joue un rôle essentiel dans ma méthode. Divisons cette par 
le coefficient du premier terme, de sorte qu’elle devienne 


L?— 2x + nÿ?, 
en posant 
__at+fr+ye+ûôt" at +824 + 24" + 021" 


ra 0 1 77 du 1 —= 1 m 
LR Lt LR RTE 


> 





Au lieu des quantités {, on pourra faire varier £ et n; alors, ce qui 
caractérisera, pour une forme donnée, l’opération dont nous nous 
occupons est l’étendue des valeurs que pourront recevoir ces nou- 
velles variables lorsque les quantités passeront par tous les états de 
grandeur. Or la forme analytique de £ et n rappelle immédiatement 
les expressions connues pour les coordonnées du point d’applica- 
ion de la résultante d’un système de forces parallèles. Considérons 
donc sur un plan quatre points À, B, C, D rapportés à des axes 
rectangulaires, et ayant pour abscisses &, 8, y, à et pour ordonnées 
22, Ê?, y?, 0?. Le quadrilatère ABCD sera inscriptible dans une 
parabole, comme on le voit aisément, et par suite sera convexe. 
S1 donc on applique aux divers sommets À, B, C, D des forces pa- 
rallèles et de même sens, respectivement représentées par #, #”, 

t", 4”, le point d' Ne de leur résultante sera situé dans son 
intérieur et y pourra occuper une position quelconque, suivant les 
valeurs des composantes. Les quantités £ et n représentent donc 
les coordonnées d’un tel point; ce qui donne une image très nette 
des divers états de grandeur par lesquels elles devront passer pour 
correspondre à toutes les valeurs possibles que doivent prendre ailes 
quantités £, 4’, 4", 1” dans la forme o. | 


like 


Détermination du minimum de la fonction T. 


On trouve aisément pour l’invariant de la forme quadratique o 
l'expression 


A 
19 


A=tl(a—$)+ét"(a— y} +" (ax — 0) + re (B— 7) 


+ d'"(B— 5) + te" (y — 5). 
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Cela posé, formons les équations 


AT. NOT NOTA EC 
dt RTL NNTTÉ ? AFTER 
on verra qu'elles se réduisent aux suivantes : 
dA ALL , A CA 
2 LT TAPIE DR TE RER IO: ARE A0, t ai A0 


Maintenant prenons la somme de deux d’entre elles et retran- 
chons-en la somme des deux autres. Il résultera de là trois combi- 
naisons linéaires distinctes, que voici 


tt(a—8B}= 1e" (y—0), (a — y} = ipod), 
t"(a— 0) = EE" (8 — y}. 


Avant d’en écrire les diverses solutions, faisons cette substitution 


1/4 
T _ 


= ——— ; td! — En 
(xa—$Bj(a—7y)(x—ù) (Y= ICONS 
; Re ri an ei 


ÉFTE a) nbEN (5 —a)(0 —B)(0 — y) 





il viendra plus simplement 


! | pe / V4 1 14 | 1 
EE 1 0 CTUEENE Dis NÉ CTTINSS FACE 


Cela posé, comme nous avons seulement à déterminer les rap- 
ports des inconnues, prenons par exemple 7 — 1. On trouvera ces 
quatre systèmes de valeurs : 


(oriente NE Ne li 1° T = ri, 
Pie T'=—1, | T'=+I, ri; 
1.7 NS 54 49 « 
[/4 L/4 1/4 " 
RE l'soras LUE proie FS tie 
RU IT, RL, Tale Le TNT 


Or il est essentiel de rechercher celui qui donne pour £, #!, #”, 4" 
des quantités positives, comme l’exige la question. Supposons à 
cet effet, que «, 8, y, à représentent les racines de la forme biqua- 
dratique, rangées par ordre décroissant de grandeur. Il est aisé de 
voir que le premier système conduit seul à des solutions positives, 
et que les trois autres doivent être écartés. Effectivement, si l’on 


fait pour un instant 


L(æ)=(&—a)(æ—$)(x—y)(æ—à), 
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les quantités t auront alors pour valeurs 


I T I I 
1 TE lens der En EEE CCR PRE ESS 
X (x) x (8) Heu x (9) 





= + 





? 


et l’on sait bien qu’on obtient des résultats alternativement posi- 
ufs et négatifs, en substituant dans la fonction dérivée la série 
constante des racines. Nous sommes donc conduit à cette expres- 
sion remarquable de la forme quadratique v, que nous écrivons en 


. . I f 
introduisant le facteur mr SAVOIr : 


[d _—— 





- 


LÉ [= NE mare PO Cise à 9 ES Gin >] 
Ha X 6e) X CB) LT) x'(ô) 

et 1l nous reste à former son invariant A, afin d’obtenir la valeur 
minimum de la fonction T. 

Les quantités & et n, dont il a été question précédemment, re- 
présentent pour cette forme + les coordonnées du point d’intersec- 
tion des diagonales du quatrilatère ABCD. 

À cet effet, nous observerons qu’on a, par une formule connue, 


Re 0 Tee re, Ce 87} 
ROC) CB) UE) 18) 
d’où résulte cette autre expression de o: 


RER RUE} 


Mar rer Hour) | | 





Or on en tire sans difficulté 





2H jee 
GARE C D) CT) 

On a d’ailleurs 

I 


AA LE Le — RE CANNES En DOUX , 
aty (2) X (B) LC) 4 (0) 
donc 
THOSE TP DE ME) 
Arr a NS 1) (a) # (1)? 


et, en supprimant les facteurs communs, 
T = 16a2(x— y} (8 —0). 


Nous retrouvons ainsi les invariants fondamentaux des formes 
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biquadratiques, comme coefficients de l'équation du troisième degré 
qui déterminerait T en fonction de a, b, c, L', a’. Au fond, c'est 
l'équation en 8 que nous avons trouvée dans la première Partie, en 
traitant la résolution algébrique de l’équation du quatrième degré, 
qui se présente de nouveau. Nous avons, en effet, trouvé 


Di 0= la(a— y)(B— 2), 

donc 
T = 162(8,— 0, )?; 

ce qui peut s'exprimer en fonction entière de la troisième racine 0;. 
Les considérations suivantes vont nous conduire aux covariants g 
et », de sorte que le système complet des éléments analytiques de 
la théorie des formes biquadratiques résultera naturellement des 
principes sur lesquels nous avons fondé la théorie arithmétique 


de la réduction. 


IT. 


Expression par les coefficients de f de la forme quadratique 
qui correspond au minimum de T. 


Nous allons d’abord vérifier & posteriori que la forme 


L[(E ant 1 (a EEE 
A4 EN a 5) OS 700 +/CO) OT 


qui correspond ainsi au minimum de T, est un copariant de f, 


comme nous le savons par la théorie générale. Soit à cet effet 


(ab END am + US, nt +vy)t 


: ! 1 L ke 
= (A, B, G, B', À )(æ, y} = A(x—ay)(x—by)(x —1:7)(& =») 
et D la même forme que © par rapport à la transformée 


(A, B, ©, B', A'jtæ, y} 
En posant 
X(T)=(æ—n)(æ—b)(xr —c)(x —»), 


On aura 
Se JE RO Ce: 
A LUXE X(c) XCD 
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Or, au moyen des valeurs données (première Partie, $ 11) pour A, 
a, b, €, D, on trouvera immédiatement 


MT +Hy —a(nr +vyY)=(m—an)(r—uay), 
mr +uy —É(nr+vy)=(m—8$n)(x —by), 
MT + pY —Yy(nx + Vy) =(m—yn)(r —cy), 
MT + y —Ô(nx +vy)=(m—Ôn)(xz —dy) 


et 
(m—an)? l 
LM rc fe HSE LS SE 3 
ANG TE CH 





a. (a) 
(m—Bn) l | À 
SF QUE PRE PRO QE ie 3 
app) SOA EN nt )3, 
0 an) eu A Un) (my-- nu), 
(m—Ôn) É ù 
Se. ENS COS CR List 
ay'(ù) AX'(d) HUE 


d’où résulte qu'on obtient 


Cmv—nu) Pb, 


en mettant dans ©, mx + uy et nx + yy au lieu de x et y. 
Cela posé, pour évaluer © au moyen des coefficients de f, nous 
observerons que la fonction résolvante 





a—B8+y—0 


varie ou conserve sa valeur pour les mêmes permutations des ra- 
cines &, 5, y, 9, que la forme v, de sorte que, suivant l’expression 
de Lagrange, on a ainsi deux fonctions semblables de ces racines. 
Or nous avons précédemment obtenu (première Partie, $ IT) le 
carré de la fonction résolvante en fonction de la quantité 6, d’où il 
suit que le carré de © s’exprimera rationnellement par les coeffi- 
cients de la forme proposée f et cette même quantité 0. Mais il 
importe de fixer avec précision celle des trois quantités que nous 
avons désignées par 0,, 0, 0, qui entrera ainsi dans l'expression 
de #?. Et, d’abord, les trois valeurs 








(a+ B—y—0), (a+è—y—6}, (a+y—6—0) 


s'expriment respectivement par 0,, 0, 0,; c'est donc la racine 6, 
que nous aurons à employer, et qu'il faut essayer de caractériser, 
de manière à la faire reconnaître sans ambiguïté. 
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Rappelons, à cet effet, les relations 


UD alta), De ta(z- 8)( y) 
0, — 03 —1a(a—$)( 





Y): 


Comme nous avons supposé les racines «, 6, y, 0 rangées par ordre 
décroissant de grandeur, on voit qu’on aura 


0, —0: >o, 0, —60: >0o, 0» — 03 Lo, 


si le coefficient & est positif, et, s’il est négatif, 


0, —0, < 0, 0, — 03 <'o, 0 — 03 >o; 


donc, dans les deux cas, 4, est la racine moyenne, comprise entre 
les deux autres 4, et 0. 

Ce point important établi, voici comment on obtiendra ?. De 
la seconde des expressions précédemment données, savoir : 








RORABERSA SEE (æ—Yy7}? 
TS a 1 (a) ? 
on conclura aisément 


—= 2 


a(a—8B)(à—y).(xa—d)(8— 7) 


-G 
| 


O2 
LA 
==; 
LTD 

> 
» 
es 

> 
nr 
19 


x [a(a—8+y—0), a(85— ay), a(x3y + 2yÙ — 180 — 8y) 


Le facteur irrationnel 








DUR) (Dry) (DE EI6) KO SEE 


est un énvariant, comme égal à 


L . 


ainsi la forme plus simple 
V=[a(a—8+y—3), a(B3— ay), a(aBy + xd — apù — 843){tæ, y}? 


sera un covartant de f, aussi bien que ». Or le carré de son pre- 
mier terme s’obuent de suite par la formule 


aa + y— 8 — 0) = 16(02 — ac + al). 
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On en conclut le résultat suivant, auquel nous voulions par- 


venir, SAVOIr : 
bi = 16(8 + 03,f), 


[ étant la forme proposée et 2 le covartant dont nous avons donné 
la définition au commencement de ce Mémoire. En effet, on peut 
dire en général que deux covariants d’une même forme, qui ont 
leurs premiers termes égaux, sont par cela seul nécessairement 
identiques. C’est une conséquence immédiate de ce que nous avons 
établi (Première partie, $ 111), en déduisant les fonctions f, get A 
seulement de leurs premiers termes 


a, .b— ac et a?2b'—3abc + 2b:. 


Nous sommes ainsi ramené par une voie nouvelle à la considé- 
ration du covariant g, et aussi à la velation importante 


483 —1f2g — jf =4(8g +df)(g +0f)(8g +0af) = h?. 


Chacun des facteurs 
LS+df, g+bf, g+df 


se trouve être en effet le carré d’une forme quadratique analogue 
à Y. (Cette propriété a été aussi obtenue par M. Cayley, qui m'en 
a donné récemment communication; elle est le point de départ de 
la méthode de résolution de l’équation générale du quatrième degré, 
dont j’ai parlé au commencement de ce Mémoire.) Ainsi leur pro- 
duit est bien un carré parfait. En même temps, nous obtenons la 
décomposition en trois facteurs du second degré du covariant h, 
d’où l’on peut conclure la résolution de l'équation ! — 0. 


LV. 


Des questions arithmétiques dont les résultats précédents 
donnent la solution. 


Étant proposées deux formes biquadratiques f et f', on pourra 
reconnaitre si elles sont équivalentes, ou non, en calculant leurs 
transformées réduites F et F’. Pour obtenir ces transformées ré- 
duites, on formera l’équation en 0, qui sera la même pour f et /'; 

HO re 24 


. 
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car on doit d’abord supposer à ces deux formes les mêmes inva- 
riants. Cela fait, on choisira la racine moyenne de cette équation 
en 6, et l’on en déduira les deux formes quadratiques Ÿ et 4, en 
extrayant la racine carrée des fonctions 


f+9g, f'+0zg. 


A 


La réduite F s’obtiendra en effectuant dans f la substitution à 
coefficients entiers et au déterminant un, propre à réduire d, et la 
réduite F' en effectuant dans f” la substitution propre à réduire d/. 
Maintenant il suit de notre théorie : la condition nécessaire et suf- 
fisante pour que f et f’ soient équivalentes est que F et F’soient 
identiques. 

En second lieu, si l’on propose de calculer le système complet 
des formes réduites qui ont les mêmes invariants tet 7, on déduit 
de la valeur minimum de T,, ci-dessus obtenue, savoir : 


TL 62(0, 602 


où 0, et 0, désignent la plus grande et la plus petite racine de 
l'équation en 4, la règle suivante : 


On calculera tous les systèmes de nombres entiers À, B, C, 
B', A' qui vérifient en valeur absolue les conditions 


AA" (E)(01—02), à BB'<(4)(01—9:)3,00 0 CISMRCRENOE 
ABC (4)3(01— 02), AB? (#)3(0, — 0}. 


Ces systèmes, en nombre évidemment fini, donneront autant 
de formes F', F”, F”,.... On choisira les réduites destinées à 
représenter définitivement les classes distinctes de mémes in- 
variants, en calculant les ‘formes quadratiques VŒ + 63G), 
V(F'+ 6,G'), ... et conservant seulement celles des formes F, 
F',... auxquelles correspondront ainsi des formes quadra- 
tiques réduites, où le coefficient moyen ne surpasse pas celui 
de x?, qui lui-méme ne doit pas surpasser celui de y?. 


Dans une autre occasion, J'espère pouvoir présenter des appli- 
cations numériques de cette théorie; je me bornerai maintenant à 
remarquer celte circonstance que, pour les formes quadratiques à 
facteurs réels, l'invariant 7 est essentiellement limité par la valeur 
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donnée de &. Effectivement, comme le discriminant & — 257? doit 
être positif, 1l faut qu'on ait 7° < 58; on peut donc dire que 


7 


toutes les formes biquadratiques à racines réelles 
! Ta \ 
Carbon D ae, 


pour lesquelles la fonction aa! — 4bb'+ 3c° a une valeur donnée, 
sont réductibles à un nombre fini de classes distinctes. 


Paris, juillet 1854. 


--—— © Q Q ——— 











SUR LA THÉORIE 


DES 


FONCTIONS HOMOGÈNES 
A DEUX INDÉTERMINÉES. 


Journal de Crelle, Tome 52. 


SECOND MÉMOIRE. 


Dans mon premier Mémoire, qui a pour principal objet l’étude 
des formes biquadratiques, j'ai eu soin de considérer séparément 
la théorie algébrique et la théorie arithmétique de ces formes. 
Relativement aux formes guadratiques, une pareille distinction 
serait inutile, en raison du petit nombre de notions algébriques 
qu'il est nécessaire d'établir comme base des considérations arith- 
métiques. Mais, dès qu’on s'élève aux formes binaires de degré 
quelconque, on voit la théorie algébrique prendre un développe- 
ment inattendu et digne du plus grand intérêt. En effet, en pré- 
sence des éléments analytiques nouveaux dont elle manifeste 
l'existence, les notions les plus simples et les plus faciles qui 
nous sont requises par l’étude des formes quadratiques viennent 
alors s'offrir sous un tout autre aspect, et parfois, donnent nais- 
sance à des notions nouvelles. Je me propose d'en montrer 1c1 un 
exemple, en traitant de la distribution en ordres des formes cu- 
biques et biquadratiques. 

M. Eisenstein, dans son beau Mémoire intitulé : Vouveaux 
théorèmes d’Arithmétique transcendante, publié dans le Jowr- 
nal de Crelle, t. 35, a déjà remarqué que la présence des formes 
adjointes, dans la théorie des formes quadratiques ternaires, 
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conduisait à faire reposer la distribution en ordres de ces formes 
sur un principe nouveau et différent de celui que M. Gauss a donné 
pour les formes binaires. Nous allons voir que, pour les formes 
cubiques et biquadratiques, le principe de M. Eisenstein va lui- 
même se présenter sous un Jour plus étendu, et conduira à trois 
subdivisions différentes de la totalité des formes qui possèdent les 
mêmes énvariants fondamentaux. 

C’est là d’ailleurs un résultat qui appartient en propre aux formes 
dont nous parlons; de sorte que la forme du cinquième degré et 
celle de degrés plus élevés donnent lieu pour la distribution en 
ordres à des considérations toutes différentes. Plusieurs autres 
faits se présenteront, comme nous l’avons déjà annoncé dans la 
suite de ces recherches, pour manifester dans des circonstances 
variées celte différence de nature qu'on rapproche naturellement 
de cette différence analytique si profonde, entre les racines des 
équations des quatre premiers degrés, qui s'expriment par simples 
radicaux, et celles de degrés plus élevés qu'il est impossible d’ob- 
tenir de cette manière. 

Dans l'espérance que de pareilles considérations intéresseraient 
peut-être, j'ai développé, avec détails, l'application aux formes du 
cinquième degré des propositions algébriques générales sur les- 
quelles reposent la distribution en ordre des formes binaires. Plu- 
sieurs des résultats qui se présenteront dans cette application se 
retrouveront d’ailleurs et joueront un rôle important dans l'étude 
spéciale des formes du cinquième degré, à laquelle je consacrerai 
prochainement un nouveau Mémoire. 


Principe de la distribution en ordres des formes binaires. 


Il est un point de vue sous lequel la notion des ordres de classes 
quadratiques de même déterminant s'étendimmédiatement à toutes 
les formes, quel que soit leur degré et le nombre de leurs indé- 
terminées. Ainsi, en ne considérant que les formes binaires et leur 
appliquant la méthode suivie par M. Gauss dans le $ 226 des Dés- 
quisitiones Arithmeticæ, on peut nommer primilives toutes les 
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formes 

A 
FRE (a, b, C, ...)(æ; 4 


de mêmes éneariants, dans lesquelles le plus grand commun di- 
viseur de &, b, c, ... est l’unité. Cela dit, l’ordre proprement 
primitif sera défini comme réunissant toutes les formes dans les- 
quelles le plus grand commun diviseur de 


m.m —1I 
A, Mb, ———— 05, 
(PES 


sera l’unité, et ensuite on obtiendra autant d'ordres impropre- 
ment primitifs que le plus grand commun diviseur de ces mêmes 
nombres pourra recevoir de valeurs distinctes. 

Maintenant, si l’on passe aux formes 


F={(A, B, C, ...)(æ, y)", 


dont les coefficients À, B, C, ... ont un plus grand commun divi- 
seur à, on pourra les nommer «dérivées des formes primitives 


v 


Ha 


O2] = 


Cela posé, pour chaque valeur de à, on aura un groupe de formes 
dérivées, dont la distribution en ordres suivra immédiatement celle 
des formes primitives qui leur correspondent. Rien de plus facile, 
on le voit, que cette première extension des principes de M. Gauss 
qu'il nous a suffi d'indiquer en peu de mots. Mais, dès qu’on con- 
sidère d’autres formes que les formes guadratiques à deux indé- 
terminées, on voit intervenir de nouveaux éléments analytiques qui 
jouent dans toute la théorie un rôle essentiel; ce sont les formes 
adjointes et les formes nommées covariants par M.Sylvester. Ges 
deux genres de formes ne sont pas essentiellement distincts, comme 
on le sait, dans la théorie des formes bénatres ; ils se ramènent aux 
seuls covariants, dont je crois devoir encore rappeler la propriété 
caractéristique. 
1 
Fa 7 ES (AN Oo Re jte, y)" 


une forme binaire, et supposons qu’on ait identiquement 


/N ZX 
(a, b,c,...)(Ex +, ne + ny) A, BAG CNRS 
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ss] 


on donnera le nom de covariant de f à toute fonction 
Clay be, En) 


rationnelle et entière en à, b, c, ...; æ, y, qui satisfait à la con- 
dition 
(A) (En — né) o(a, b,c, ...; Ex +<E'y, nx + n'y) = 0(A,B,G,...; æ, 7), 


l’exposant de la puissance à laquelle est élevé le déterminant de 
la substitution En — n£ étant entier et positif. Cela posé, il est 
bien facile de reconnaître que le plus grand commun diviseur des 
coefficients d’un covartant quelconque +, de la forme f, sera un 
élément numérique, caractéristique de la classe entière à laquelle 
appartient cette forme. Nommant, pour un instant, +’ une expres- 
sion semblable à ©, mais se rapportant à une forme f’ arithmé- 
tiquement équivalente à f, 1l suit de l'équation (A) que vw et cv’ 
seront elles-mêmes arithmétiquement équivalentes et auront né- 
cessairement le même plus grand commun diviseur pour leurs coef- 
ficients. L'ensemble des classes f, f1,f2,..., qui ont les mêmes énoa- 
riants, peut être ainsi divisé en ordres en appliquant le principe 
même de M. Gauss, tel que nous l’avons présenté tout à l’heure, aux 
copariants ©, ®1, ©, ... qui leur correspondent respectivement. 
Et, par là, on voit s'offrir autant de divisions en ordres que de co- 
variants distincts, de sorte que l’idée arithmétique très simple, qui 
nous a été donnée par la théorie des formes quadratiques, recoit, 
par le fait de l’existence des divers covariants, un développement 
aussi intéressant que difficile à suivre. On est conduit en effet à 
ces problèmes, sources de belles recherches analytiques : 


1° Trouver tous les covariants des formes d’un degré donné. 

29 Trouver comment dépendent des invariants fondamen- 
taux, les diviseurs d’un covariant quelconque, qui fournissent 
les caractères d’une division en ordres, relative à ce covariant. 

3° Comparer entre elles toutes les divisions en ordres quire- 
posent sur la considération des divers covariants. 


C’est la solution de ces questions que nous nous proposons 
d'offrir pour les formes cubiques et biquadratiques. Elle se 
fonde principalement sur les propositions générales que nous 
allons établir. 
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IL. 


Propositions sur lés covariants des formes binaires. 


PREMIÈRE PROPOSITION. — Sotent get h deux covariants quel- 
conques de la forme 


MIT DC JC, y, 


de sorte qu'en faisant 
/N /N 
(a, be, (kr ny, Ir AY) SAN NCIS 


et, pour abréger, nu le 
WOW — ÆA — LL, 


on ait 

(1) wSp(a, b,c, 5 ke up, I y) = SAAB ORNE 

(2) wth(a, b,c,.:.3km+xy, le EX) = RASE ACER 
Je dis qu’en posant 


“ NO SNNeU 0h k à 
(3) g («0,0 cieX- TRY yX+ TX) 20 be, 45 LRO, 


on aura l'identité 
(4) ws6(a,b,ce,...; kx+uay, lx EX X oi) = A BACS 


Ainsi les coefficients des divers termes en X et Ÿ dans cette fonc- 
uon 0 se vérifieront de même nature que (1) et (2), et seront dès 
lors des covariants de f. 


Soit | 
ÉLIRE n= Lx + Ày, 
0h D RASE 
CE PE RE 


nommons U et V ce que deviennent respectivement w et 6 quand 
on remplace les coefficients &, b, c, ..., qui entrent dans la forme b, 


par À,4B, Cr desonteque 


_ A(A,B, Ce 


+ SROL ENS 
y 


0x 


(5) U=zX 2) NTI EE 
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je vais établir comme lemme qu’on aura 





| AS 
| KU + x V — pags ORNE" Y. 
T, 
ae | PURE I pa 
LU + AV = nX + wfrt (a, HER 


J'observe pour cela que l'identité (2), où, ce qui revient au 
même, celle-ci : 


DO D Ce no) ACER Ci. y), 


donne, par la différentiation, 


(7) 











Oh(A,B,G,..:æ,ÿ) _ p 9h (a,b,0,...: 8,7) 
0x he ; 

HD C;...:T, 7) ie se pe DRAND; Ce SE, 1) FE UE OTC, 2 en |- 
y à dË | on : 


_p9h(a,b,c,.….;E,n) 
OË on 


(8) 


Or les équations (5) donnent immédiatement 








KU+xV—=(Ax—+xy)X 
| RONA DTUR SLT) JR(A, er) J 
+ x k Vu 
0x y 
LU+A1V—=(/r+1y)X 
: RCA, B,G, ...:æ,7)  ,0h(A,B,C,...:æ,y) y 
Ô0œ dy | 


et, en substituant les valeurs des deux dérivées partelles que 
fournissent les équations (7) et (8), il vient précisément les équa- 
ions (6) que nous nous proposions d'établir. 

Cela posé, revenons à la relation (1), que nous allons reproduire 
en écrivant U et V au lieu de x et y, savoir : 


M 24 bc Je AU PXxV. LU EAV) 7 (AB, C, :..;U;Vy 
et à la relation (3), par laquelle est définie la fonction 8, 
(10) PR D RENTE TES 0 COR Dci x y AA 


S1, dans cette dernière identité, nous substituons A, B, C, ...à 
? }. 1 ? 2 
a, b, c, ..., il faudra aussi mettre Ü et V au lieu de w ete, etil 


viendra 
PAU) CUS AULVY  OCALB: CND Ne SOUIUYTE 
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# 


ou bien, à cause de l’équation (9), 
wse(asb,c,...: AU xV, LU AV) = DCA/B, CRE 


Maintenant, 1l résulte du lemme précédemment établi (équat.6) 
que 
kU—xV,. IU<+XV, 
qui entrent dans le premier membre, sont ce que deviennent res- 
pectivement w et # lorsqu'on y remplace x et y par £ et, et qu’on 
multiplie Y par wtt!. L'expression 


g(a,b,c,...; KU+xV, IlU+AV) 
n’est donc autre chose, en vertu'de l’équation (10), que 
Û(a, AT r..; En Xi) TEE 


et nous obtenons de la sorte la relation que nous voulions établir, 
Savoir : 
wS0(a, b,c,...:E,n, X, wtt1Y) ='OCAS BC PRES 


On peut aisément juger, par cette première proposition, de la 
multitude des copariants qui existent pour une forme donnée. 
Ainsi, en prenant g et égaux à f, qui est évidemment un copa- 
riant par rapport à elle-même, on en obtiendra un certain nombre, 
avec lesquels on pourra encore employer le même théorème. Si 
donc on ne retrouve pas ainsi des formes obtenues précédemment, 
on verra de nouveaux covariants naître de tous ceux qui se sont 
déjà présentés, et 1l semble bien difficile de déduire de là une 
expression analytique générale pour tant de quantités qui peuvent, 
tout en restant dans le même principe, naître les unes des autres 
de tant de manières différentes. Voici ce qu'il m'a été donné de 
trouver après de longues méditations sur ce sujet : 


SECONDE PROPOSITION. — Vommons covariants associés à h ceux 
qui résultent de la première proposition lorsqu'on suppose g 
égal à la forme f : je dis que tout covariant de f, quel qu'il 
soit, ou au moins son produit par une puissance entière de h, 
sera une fonction rationnelle et entière des covariants associés. 


Pour mieux préciser d’abord, cette notion des covariants asso- 
ciés, reprenons l’expression analytique qui leur donne naissance, 
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SAVOIr : 
/ oh oh LV" 
PE EG EE ed LORT ù% ; 
(a b, c, ) (zx F4 Y pe ) 
Il conviendra, en nommant n le degré de k en x et y, d'écrire 
I LA . , . » 
5 Y au lieu de Ÿ. Cela étant, si l’on met en évidence les coeffi- 


cients des divers termes en X et Ÿ, il est clair que celui de X/7* sera 
la forme proposée f, et, en faisant 


ES PAS 
ACL NM RULES ( / x ÿ me 
HD. ) he HP HAE on ee CÉLECUETRSE tm) e : ) , 
ces quantités 24, h:, ..., h, seront ce que nous nommons doré- 


navant les covariants associés à h. 
Cela posé, soit 
TROT RENE M) 


un covariant quelconque de f; nous pourrons écrire les deux ider- 
tités 

NN TE NaeX+ 2 Y,yX+y'Y)}n=(A,B,C, 10 Ye, 
Era be ex Er VX EE V'Y)=x(A,B, C,...:; X, Y), 


u étant un certain nombre entier. Maintenant faisons 


les coefficients À, B,C, ..…. deviendront respectivement f, h,,/,..., 
et le déterminant xy'— yx! la forme h elle-même. Supposons en- 
core, dans la seconde équation, 


MEL IN = 0; 
son second membre se réduira évidemment au coefficient de la 
puissance la plus élevée de X, fonction rationnelle et entière de 


À, B, C, ... que nous désignerons par (A, B, C, ...). Il vient donc 


ainsi l'équation suivante : 
(11) OU PR ET EN OU ES | 


par laquelle notre proposition se trouve démontrée. 
Pour en montrer immédiatement une application, nous allons 
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faire voir que tous les covariants d’une forme quadratique 
A : 
A (a, b, C)(x, y) 


S'obtiennent en multipliant une puissance de f par une puissance 
de l’invariant b? — ac. 

Remarquons d’abord que le second membre de la relation (11) 
est homogène en f, ki, h2, ..., car 1l provient de l’expression 
(A, B, G,...), qui est nécessairement homogène en A} BAC" 
puisque, en général, tout covariant d’une forme est une fonction 
entière homogène des coefficients de cette forme. Cela étant, on 
trouve, en prenant # — }, 

re 


(a, D (æX — - y. VX + à LY) = [f,o,(ac— b?)fÎtX, Y} | 


2V0L 


et 
fur(d, b,ce; z,7) = [fo (ac "00e 


Or, le second membre devant être homogène par rapport aux deux 
quantités f et (ac — b?) f, ne peut être que le produit d’une puis- 
sance de f par une fonction de l’invariant, et, pour qu'un tel ré- 
sullat soit aussi homogène en &, b, c, cette fonction de l’invariant 
doit être proportionnelle à une simple puissance. Donc, tout cova- 
riant de la forme quadratique proposée, fonction rationnelle et en- 
uère de x, y, et a, b, c par définition, est compris dans la formule 


(CHRESNEUES, 

t et Æ étant entiers. | 

S1 simple et si prévu que fût ce résultat, je n’ai pas cru inuüle 
de l’établir rigoureusement à cause des conséquences qui s’en dé- 
duiront par l'application de la loi de réciprocité : conséquences 
que J'ai déjà indiquées dans le Journal de M. Thompson. D'ailleurs 
il montre, sous un certain point de vue, comment les formes qua- 
dratiques se distinguent des formes cubiques et biquadratiques, 
dont nous allons nous occuper, tout en partageant avec elles une 
propriété caractéristique que nous verrons tout à coup disparaître 
dans les formes du cinquième degré. Nous ferons précéder ces 
questions de quelques remarques sur le système particulier des 
covariants qui Sont associés à la forme proposée. 
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IT. 


Sur le système des covariants associés à la forme proposée. 


On l’obtient en mettant en évidence les divers termes en X et Y 
dans l'expression 


J 
J 


(æbe,.….)(ax- + YX + =) 


m dy m 0x 


de sorte que, si nous faisons 


ape 
0 0 LR 
(a. 6; …) (2x Bi Y,yX+ Le Y) = (F, f1, fa 1:43 Fr) CCM 


nm OT 


les covariants associés à f se trouveront désignés par fi, fo, ..., fm. 
Leurs premiers termes s’obtiennent facilement; car, en faisant 
y = 0 dans les expressions 


TL Ex I Of \'e 7 L 0 VS 


DR y ere à 2 ÀA + — — 


m 0Yy Mit: SE 
elles deviennent simplement 
DNS D EN ANMMeL arr t Yi 


En faisant, pour abréger, 


I om—if 


M.M—I1...1+1 dr 





FR o:(æ, né) 


on trouvera ainsi 
fi 2 = Di(— b, a)xtirt MANN 


Ce coefficient »;(— b, a) est divisible par &, comme on le voit aisé- 

ment ; 1l s'ensuit que, en employant la méthode donnée dans mon 

premier Mémoire, pour déduire un covariant de son premier terme 

on obtiendra la forme f en facteur commun dans la série entière 

des covariants associés. Cette remarque faite, Je vais étudier de 
L : I À 

plus près les quotients PES b, a), en supposant à c les valeurs 


1, 2, 9, 4, 9, et en écrivant les coefficients de f suivant l’ordre 
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alphabétique 


; ne b, a) ts 


«a 


m2(—b,a)=—b?+ ac, 


Fe El 


À p3(— b,a) = 2b3 — 3abc + a?d, 


o,(—0d,a) = — 3bt + 6acb? — ; bda? -— eai, 


CS 2] Ms 


Re . à 
— 03(— D, a) = ÿ b5 — 1oacb3 + 10 b2 da? — 5 beaë + fat. 
CLP ë 


Introduisons pour cela les expressions suivantes, savoir : 


À, invariant de ®2(x, y) = b? — ac, 


B, » os(æ, y} =(bc— ad}? — 4(b? — ac)(c?—6dd), 
C, » (Tr, y)=ae—4bd+ TA 
D, D ps(æ, Y)=(af —3be+2cd}. 


— j(ae— 4bd+3c)(bf — 4ce + 3d?), 


on vérifiera sans peine les relations 


I 

— Qa( — — — À, 
Ste b,a) 

I 0B 
ajfe Un Pr 0 lente 


Od_ =5V 0 0fl 


Cela posé, soient g, g’ les invariants analogues à À, C, mais re- 
latifs aux formes 


d2 02 0? AE D] 
+ A0 LR Te ; J KE 
m.m—1\0x2 n0To0y "07? 


| (OU or AP x r) 


mm—I1.Mm—2.MN — 3 


























et A et ' les quantités 


f gr Afin of 

R = —— | <= — 7 = |}, 
m(m—32)\0x dy dy 0x 

pi EE PE APRES 
m(m—4)\ox dy dy 0x 
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on aura ces expressions des premiers covariants associés de f, 
savoir : 

fa —ÿf8; 

fa=fh, 

Ja = S(F?8—538), 

fs =f(2gh—f2h). 


Cela résulte immédiatement de ce que leurs termes les plus éle- 
vés.en x ont précisément pour coefficients les quantités 


Pa(—-10, a), ty:(=;a), 


Mais je ne m'arrêterai pas à le vérifier, m'étant seulement proposé 
de faire voir comment viennent s'offrir, dans ma théorie, les cova- 
riants auxquels M. Sylvester a donné les désignations de Æessiens 
ou d'Émanants, et qui ont été nommés précédemment g, 2’. 


IV. 


Division en ordres des formes cubiques. 


D'après ce que nous avons dit en commençant, le point de dé- 
part de cette théorie de la division en ordres est la recherche com- 
plète de tous les covariants des formes cubiques. Nous allons nous 
en occuper en nous fondant sur les propositions générales précé- 
demment établies. 

Soit la forme proposée 

Ve EAGAMEUE dix, y): 


on trouvera d’abord pour ses covariants associés, f, étant identi- 
quement nul, les expressions 


fa fe f=+fh. 


Afin d'introduire par la suite 2 g au lieu de g, nous écrivons 


et nous aurons ces valeurs 


g=[2(82— ac), bc — ad, 2(c2— bd)|tæ, y}, 

ÈS 
PRES ra _- 3abc + a?d, b?c + abd — sac?, fe ie 
a — cb + 2b?d— acd, — 203 + 3 bcd — ad? op 


\ 
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Cela posé, recherchons si d’autres covariants ne naîtraient pas, 
par exemple, du développement de 


3 
EX, yX+ LE Y). 


æ I 
(a, b,e,d) (ax — re 


Or on trouve sans peine que 


TN S ; 
ARE ALES Fe EUR RON A 
(abe,d)(ex— Ex, JX+ 2 SEX) (ha, aRîX, Y 


A désignant l’invariant unique de f, savoir : 


A = (bc— ad)? — 4(b2— ac(c? — bd) 
— {ac + 4 db3 + a? d? — Gabcd — 3b?c?. 


Ce sont donc encore f et À qui se présentent, mais accompagnés 
maintenant de l’invariant À. Notre seconde proposition ($ Il) con- 
duit ainsi à ces deux conclusions : 


Tout covariant À de la forme cubique f est exprimable, soit 
de cette manière : | 


CF 854 
(1) f] = NF 85h), 
à PA 
soit de la suivante : 
VAN 
(27 de SURES à ) 


les deux numérateurs étant des fonctions rationnelles et en- 
tières des diverses quantités qui y entrent, et les exposants » 
et y étant entiers. Or, de là, il est facile de conclure que À peut 
également s'exprimer par une fonction entière de f, g, h et A. 


Pour établir la démonstration, j observe d’abord que deux quel- 
conques de ces trois quantités f, g, h peuvent être regardées 
comme entièrement indépendantes. On le voit en considérant un 
cas particulier. Soit, par exemple, 


ff = +7; 
on trouvera 
£=—2%), h=2— 73; 


quantités qui, envisagées deux à deux, ne peuvent être liées par 
aucune relation indépendante de x et y. Mais, entre f, get , 
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une telle relation existe nécessairement et s'obtient en comparant 
les invariants des deux formes 


A A 
(a, b,c,d)(z,y} et (fo, —}/fg, fh)(X, Y}, 


qui sont respectivement 
SO PS EN CS se 


Or, la seconde résultant de la première, par la substitution linéaire 
au déterminant f, qui donne naissance aux covariants associés à f, 
on trouvera 

AFS = fi h2 — L Af4 93 
et, plus simplement, 


(3) Af+iei= hi. 


(Cette équation a été récemment indiquée par M. Cayley dans 
un Mémoire intitulé : Vouvelles recherches sur les covariants.) 
Cela posé, j’observe que les numérateurs dans les expressions (1) 
et (2) de 4 pourront être ramenés, en vertu de cette relation, à 
contenir seulement la première puissance de À; ainsi, on pourra 
écrire 
If, 8, k)= of, 8, A) + AP, 8, 4), 
P(f,h,A)= do(f, g.A)+hb(f,g, A), 


les nouvelles foncuons Il, H,, ,, D, étant essentiellement en- 
uères en f, g et A. 

Égalons maintenant les deux expressions du covariant 4; il 
viendra 


I h I h 
mers)" (8, A)= A RDA 2 Pi 8 À). 


Or je dis qu’on devra avoir séparément 


I ; I 
(4) Fe DU, 8,4)= x Po(f, 8, À), 
(5) MP 83) = 25 Pat 8,4). 


Effectivement, s’il n’en était pas ainsi, on aurait entre f, g, h une 

équation essentiellement distincte de (3), contenant À au premier 

degré seulement. Il serait donc possible, en éliminant cette quan- 
H. — I. 20 
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tité, d'obtenir entre f et 2 une relation indépendante de x et y; 
contrairement à ce que nous avons précédemment étabh. Or 
l'égalité (4), lorsqu'on a chassé les dénominateurs, prouve immé- 
diatement que Il, est divisible par f 4, et D, par g”. Une consé- 
quence toute semblable se üre de légalité (5). Ainsi nous avons 


ce théorème : 


Tout côvartant de la forme cubique proposée f est une 
fonction entière de f, g, het de l’invariant À; le covartant h 
pouvant être regardé comme entrant seulement au premier 


degré dans cette fonction. 


De là découlent beaucoup de conséquences sur lesquelles nous 
aurons à revenir dans la suite de ces recherches. En nous bor- 
nant maintenant à ce qui se rapporte à la division des formes 
cubiques, nous voyons que cette division peut être faite de trois 
manières différentes. 

Soient, en effet, f, f', f”, ..., f® les formes par lesquelles“on 
peut représenter la totalité des classes cubiques différentes pour 
un même invariant À; à ces formes correspondront, d’une part, les 
covariants quadratiques g, g', g”, ..., get, de lautre,les 
covariants cubiques, h, h', h", ..., k®. Cela posé, chacun de ces 
trois groupes de formes, que pour abréger nous nommerons (f), 
(g) et (A), pourra tout d’abord être individuellement divisé 
en ordres, en appliquant le principe de M. Gauss, tel que 
nous l’avons présenté ($ 1). Or, en réunissant dans le même 
groupe toutes les formes de (f), dont les covariants quadratiques 
appartiennent au même ordre dans (£), on obtiendra une seconde 
division en ordres de (f), que nous dirons attachée à 9. Et sem- 
blablement, si l’on prend pour point de départ la division en 
ordres de (2), et qu'on réunisse encore dans un même groupe les 
formes de (f), dont les covariants cubiques appartiennent au 
même ordre de (), on arrivera à une troisième division en ordres 
de (f), que nous dirons attachée à L. De ces deux dernières d'vi- 
sions, celle qui est attachée à g a la plus grande importance, 
comme nous nous réservons de le montrer dans un autre Mé- 
moire. Elle sert de base, en effet, à la détermination complète du 
nombre des classes cubiques pour un invariant donné; recherche 
que M. Eisenstein a déjà traitée d’une manière aussi ingénieuse 
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qu'élégante, mais seulement dans un cas particulier. Pour ce qui 
regarde la division en ordres attachée au covariant h, je ne puis la 
jusufier que par l’analogie avec la précédente, car jusqu'ici je n’ai 
pas encore été amené à en faire usage, et à la caractériser par 
quelque propriété arithmétique particulière. Cependant, dans plu- 
sieurs circonstances, j'ai vu le covariant À jouer un rôle important, 
et Jen vais citer un exemple qui se rapporte précisément à la 
recherche du nombre des classes cubiques. It est nécessaire, dans 
la méthode que j'ai suivie, d'obtenir l'expression analytique de 
toutes les formes pour lesquelles le covariant quadratique est le 
même. Or, f désignant une forme déterminée dont le covariant 
quadratique est g, toutes les autres qui auront le même covariant 
seront données par la formule 4f + uh, h étant le covariant cubique 
de f; t et u des-constantes liées par la relation 


Il me reste encore à indiquer comment les diviseurs communs 

des coefficients de f, g ou À dépendent de A. Or, en nommant À 

JE I 2 ù 

u, y ces diviseurs, et remarquant que les invariants de f, g, h, à 

savoir : À, À et A, sont respectivement des fonctions homogènes 

du quatrième, du deuxième et encore du quatrième ordre, des 
coefficients de ces formes, on voit immédiatement que 


À* est un diviseur de A, 
id, À, 


v# id. A3. 
A ces relations 1l faut aussi joindre les suivantes : 


À? est un diviseur des coefficients de %, 
À id. h 
mn id. 2h. 


? 


® Les deux premières sont évidentes, et la troisième suit de 
l'équation 


dont le second membre contient le facteur érots, qui est amené 


AT of of 
par les dérivées partielles TES 
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V. 


Division en ordres des formes biquadratiques. 


La recherche du système complet des covariants est le point de 
départ de cette question, comme de la précédente. Nous allons la 
traiter en nous proposant de mettre dans tout son jour l’analogie 
que nous avons reconnue à cet égard entre les formes cubiques et 
biquadratiques. 

Soit, en conservant les dénominations de mon premier Mé- 
moire, | 


TE Cd D EC: 108 aix, y} 


la forme proposée; ses covariants associés seront, d’après les for- 
mules générales données à la fin du $ IIE, 


J = O, 
J2 rm 1 
se du 


Ji Jess 
[étant l’invariant quadratique 
aa' — 4bb'+3c?: 
get h, les covariants que nous avons déjà considérés, sa VOIr : 
g=|0?— ac, + (bc — ab"), 1 3c? — 2 bb" — aa’), 
+(b'c—a'b), b'2—_ a'eÎtx, y}, 
h — (P; JEU SZ rm, g',p')tæ, 121 
en faisant pour abréger 
p=2b3— 3abc+ a?b", 6g = 6b?c— gac?+ 2 abb"+ a? a’, fe 


Cela posé, les covariants associés à g résulteront de l'identité 
suivante : 
22 
IR 0 ; 1 0 2 
a;ÿb,c,b',a')](xzX—- = Y, yX + - ë x) 


VAN w 


=[f, 4h, —EfUf+ig), —sh (if +ig), —ji8 + hAGS +ig IH M): 
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qu'on : vérifiera par un calcul un peu long, quoique sans difficulté, 
en réduisant les covariants à leurs premiers termes. Il en résulte 
que nous retrouvons les quantités f, g, h accompagnées des deux 
invariants £ el 7. Ainsi la seconde proposition du $ IT conduit à ces 
conclusions : 


Tout covariant 4 de la forme biquadratique f est expri- 
mable, soit de cette manière : 


CIC EE 
= Je 


2 


(1) 


soit de la suivante : 


BORA 


6 — 
(2) a 


les deux numérateurs étant des fonctions rationnelles et en- 
tières des diverses quantités qui y entrent, et les exposants 
L, y élant entiers. 


Je vais maintenant établir que 4 peut également s'exprimer par 

H 5 5 Le b 
une fonction entière de f, g, h,i et 7. J’observe d’abord que f et g 
ne sauraient être liés par aucune relation indépendante de x et y; 
comme on le voit en considérant le cas particulier de / = x" + y", 
qui donne g = — x?y?. Mais une telle relation existe entre /, g 
et À, et a été établie dans mon premier Mémoire, savoir : 


UE or 2 nt NET 


Or, on voit que les numérateurs, dans les expressions (1) et (2) 
de 4, pourront être ramenés, à l’aide de cette relation, à ne con- 
tenir que la première puissance de L. Ainsi on pourra écrire 


OA RAT = UC seit J) HAL 27.) 
DORA RE Di LL) RPC ES GI): 


les nouvelles fonctions H,, I,, ®,, ®,, étant essentiellement 
entières en /, g,cet 7. Il suit de là, en égalant les deux expres- 
sions du covariant 6, 


h 
7e MA gi à 7) + gg MS, 65 à » J 1) 


the hk 1% 
= > PoCS, 85 57) + 2 Pl 85 à 7); 
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donc, achevant de raisonner absolument comme nous l’avons fait 


pour les formes cubiques, on obuendra les équations séparées 


Il : ë l à AT 
fu Ho(f. S » EN ES Y Pot, E : 2j 
. [æ] 

I US M } : ne 
AMOeitJ)= es PS 8587} 


desquelles 1l résulte que I, et IF, sont divisibles par /4; ®, et ®, 


par £*. Ainsi nous avons ce théorème : 


Tout covariant de la forme biquadratique f est une fonction 
rationnelle et entière de f, g, h et des deux tnvartants 1, 7, le 
covartant h pouvant être regardé comme entrant seulement 
au premier degré dans cette relation. 


Pour procéder maintenant à la division en ordres, 1l conviendra 
d'introduire, au lieu de g et L, 62 et 6h, qui ne contiendront 
aucun coefficient fractionnaire. La méthode que nous avons em- 
ployée pour les formes cubiques donnera alors trois divisions 
différentes de l’ensemble des classes distinctes qui ont les mêmes 
invariants £ et 7. L'une sera directement déduite de la considéra- 
üuon des diviseurs communs aux coefficients des formes qui repré- 
sentent ces classes; les autres seront respectivement attachées à 
6g et 6h. Mais, moins avancés dans l’étude arithmétique des 
formes biqguadratiques, nous ne pouvons encore, comme nous 
l’avons annoncé pour les formes cubiques, attribuer à aucune de 
ces divisions d’autres propriétés que celles-là mêmes qui leur 
servent de définition. Nous nous bornerons donc à la recherche 
des relations qui existent entre les diviseurs des coefficients des 
formes f, 6g, 6h, et les invariants £, 7, recherche qui exige plus 
de développement que dans la théorie des formes cubiques; car 
elle dépend de la détermination des divers invariants de 62 et 6h. 
Nous nous occuperons d’abord, à cet égard, de la forme g, mais 
en nous plaçant à un point de vue plus général, afin d'en urer 
occasion de présenter quelques remarques sur un beau théorème 
qu'a donné M. Hesse, et qu’on peut énoncer ainsi : 


Soit F une forme biquadratique composée linéairement 
en f et £, savoir : 
F=tf— up, 
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t et u étant des constantes; si l’on nomme G le covariant 
déduit de F, comme g de. f, on aura 


à ! ! 
G=u'g—t'f, 
u' et l' désignant de nouvelles constantes. 


Une nouvelle démonstration de ce théorème résulte d’abord 
immédiatement de notre proposition, que tous les covariants des 
formes biquadratiques sont des fonctions entières de f, g, h. Ef- 
fectivement, la forme G, qui, comme on le voit aisément, est un 
covariant de f, doit être, comme cela se voit &« priori, du qua- 
trième degré en x et y. Or les seuls covariants du quatrième 
SU 


sont des fonctions linéaires de f et g. G est donc, comme la 


degré qui puissent résulter d’une fonction entière de f, 


forme F elle-même, une expression de cette nature. Cela étant, on 
trouvera, comme 1l suit, 4’ et w' au moyen de { et uw. Nommons 
1, J et H les quantités analogues à £, 7 et h pour la forme F. 
Entre ces quantités on aura la relauon 
RTC RAC IFT He?) 
que J'écrirai ainsi : 
CO TETE in HL 


Or, on reconnait immédiatement par l'expression de H au 
AIG dF TG 


nd dr que l’on a 


moyen des dérivées partielles 


H= (tu —ut')h. 
Nous pouvons donc poser 


TN GE 


. an 
— H=(iu-—- ut} ht= (tu — ut} (4, 0, — ci, —7)(g, F), 
el, en observant que les équations 


F—tf—ug, G=ug—tf 


donnent 
uG+u EF tG+tCE 
= ——— 3 PRES # 


TUHLUL FRET E 
4, O0, — + f — J)(G, HE 


PA CEA A CON 7€ RO 7 TU PE 
lu UNE ELU Et 


 Qiu -— ut)? (en 0, — > 1, —j)( 
\ 


J / \ 
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cette dernière relation peut elle-même évidemment se ramener à la 


suivante : 
C | (tu'— ut'}(4, 0, —T4, eut F }3 
5) 4 
| tonte erE vor 


que nous allons traiter comme identique par rapport à Get F. 
À cet ellet, je désigne pour un instant par o(4, u) la forme 
cubique 


+ 


É IS È 
(4, 0, — À5, TS CE, u )$. 


On trouvera, en égalant les coefficients de G* et G?2F, ces deux 





équations : 
a(tu'— ut )=o(t,u), 
Pet + er 
o=Ë + ARS 
d du” 
desquelles on tirera 
; 1 do , 1 dy 
LL —— — —— 3 WC = — ts 
12 du 12 dt 


expressions bien simples, comme on voit. 

Mais notre principal objet est d'obtenir les invariants I et J, 
qu'il nous faudra tout à l’heure employer dans le cas particulier 
où F—62. Soient, dans ce but, y et 4 les covariants quadra- 
: 1 = Le C / ï on 
uque (!) et cubique de #, savoir : 


Car nous avons été amenés à faire usage précédemment de la substi- 





(*) Ce covariant y est le covariant désigné par g dans le paragraphe IIL et 
la moitié de celui ainsi désigné dans le paragraphe LV. E. P. 
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tution qui donne naissance aux Covariants associés. L’équation (3) 
devient ainsi, en remplaçant {u!—- ut! par +e, 
| 


7e (4 o us =" A | G F Fe 0 -æF ai Aura (c F) 
74 1 +: 0; Dies ( ) ) mi 0 du 42 JE 43 Are ? è ? 


‘ 


et l’on en tire 


En particulier, si l’on suppose 4—0, u— —6, afin d’obtenir 
F —6g, on trouvera 


ere Jr 54 7°. 


C'est là le résultat que nous voulions établir pour arriver à 
caractériser les nombres entiers, diviseurs des coefficients de 6. 

Nous allons maintenant procéder à une recherche analogue 
relativement aux coefficients de la forme 6 . Cette recherche tout 
d’abord semble plus difficile; car nous ne possédons aucune pro- 
position sur les invariants des formes du sixième degré. Mais 1l 
se présente ici le premier exemple d’un fait remarquable que 
nous verrons plus tard se reproduire dans bien des circonstances. 
La forme A possède, en effet, cette singulière propriété que tous 
ses invariants sont ou le discriminant, ou les puissances du discri- 
minant de la forme biquadratique proposée f. Voici, je crois, la 
manière la plus facile de le démontrer. Imaginons que, par une 
substutution S, au déterminant wn, on fasse évanouir dans f 
les coefficients de x? y et xy#, de sorte que la transformée obtenue 
soil 

HA AO CIO AUX Ve 
Cette substitution, effectuée dans L, donnera précisément pour 


transformée la forme H qu'on déduirait de F, par la même loi 
que À de f. Or on trouve ainsi 


D AAA OC): 0-0, 0 1A'(AA’-E 903) OX Yh. 


Cela posé, un invariant quelconque de L, fonction homogène 
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de p,g,r,s,r,q', p', ne changera pas de valeur en substituant 
à ces coefficients ceux de la transformée H. Mais, par là, cet 
invariant devient une fonction homogène des deux seules quan- 
tités 
A(AA'—9C?) et A'(AA"—9C?}, 

et même une fonction qui ne doit pas changer par rapport à la 
substitution 

Vi 

Xi RX MNT 

K 
en désignant par K une constante quelconque ; il ne peut donc 
être que proportionnel à une puissance du produit 


AA'(AA'— 9C?}. 


Or ce produit s'exprime aisément en £ et 7; car, F étant une trans- 
formée de f par une substitution au déterminant 1, on a 





i NAT LS Cr) CORNE 
et, par suite, le discriminant À à pour valeur 
A — &— 2772 — AA'(AA'— 9C?}; 
d’où résulte ce que nous avons annoncé. 
Ceci établi, on sait par un théorème de M. Cayley que Pex- 

pression 

pp —6gqgqg'+15rr —105s? 
est un invariant de la forme 

s À ! + # 6 
(gr, sr,q,p (2,7), 


de sorte qu'on doit avoir, en désignant par 4 une quantité 
numérique, 
pp —6gg'+15rr — 105? = pA. 


Or, en supposant b == 0, b'— 0, on trouve de suite que u doit 
être +; nous avons donc pour la forme 6 un invariant du second 
degré par rapport à ses coefficients, et dont la valeur est 6A. Ce 
dernier résultat et les expressions précédemment obtenues pour 
les invariants de 62 donnent les conséquences suivantes : 


Désignant par À, à, y les diviseurs des coefficients des 
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Jormes f,6g, 6h, 


A? est un diviseur de l’invariant £, 


À3 id. Je 

ue? id, Re, 

pui id. L — 547?, 
y? id. 6A 


ou 
G(T3— 257?). 


A ces relations il faut aussi joindre celles-ci, qu'il nous suf- 


Jura d'indiquer e 


A? est un diviseur des coefficients de 6 Z. 
À3 id. 6, 


mi id. 8 A. 


Comme pour les formes cubiques, la dernière résulte de 
l'équation 


Je terminerai par une remarque qui ne sera pas peut-être sans 
importance au point de vue arithmétique, et qui se tire des for- 
mules que J'ai données pour le théorème de M. Hesse. Elle con- 
siste en ce que le discriminant À est en facteur dans le cova- 
riant G, et les deux invariants I et J de la forme 


F — C2 f + 18 JS. 


AA 
Sur les covariants des formes du cinquième degré. 


Il a été précédemment établi que tous les covariants des formes 
cubiques et biquadratiques s'expriment en fonction rationnelle et 
entière de deux d’entre eux, et de la forme proposée. Ces deux 
covariants fondamentaux ont, comme nous l'avons vu, une origine 
commune, el se trouvent dans le groupe des covariants associés 
à la forme primitive. Or cette propriété fondamentale n'existe 
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plus pour les formes du cinquième degré, et 1l devient alors 
impossible d'exprimer tous les covariants en fonction entière de 
ceux que nous avons définis comme associés à la proposée. Effec- 
tivement, les formules générales données à la fin du $ III mettent 
en évidence ces quatre covariants associés, g, g’, h, h', dont voici 
les premiers termes : 

g=(b?—ac)x$ +..., 

g=(ae—ibd+3c)x?+..., 

h—=(203— 3abc+ad)x +..., 

h'=[20(ae — 4bd+3c)— a(af—3be +2cd)]x5+..., 


la forme primilive étant supposée 
LAN 
Lab, ce TE 


Or il existe au moins un covariant cubique qu’on pourra, par 
exemple, définir comme l’invariant } de la forme biquadratique 


suivante : 





LS ; 
RÉ ES OR ES wi) 
0x” 0x80y” 0x2 0y?° dr 0y3” dy* À ; 


el qui ne pourra Jamais s'exprimer par une fonction entière de f, 
g, g',h, h', qui sont respectivement des degrés 5, 6, 2, 9 et 5. 

Il existe donc bien, au point de vue algébrique, un caractère 
important qui appartient exclusivement aux formes de degrés 
moindres que céng; mais 1l y a, même pour ces formes, des pro- 
priétés qu'on doit regarder comme exceptionnelles, et qui peu- 
vent vérilablement les faire considérer comme des cas singu- 
liers dans les théories générales. Ainsi, les formes cubiques ne 
possèdent point de covariants linéaires, qui se présentent pour 
toutes les autres formes de degrés impairs. Les formes biquadra- 
üques n’ont pas non plus de covariants quadratiques qui se pré- 
sentent, au contraire, pour toutes les autres formes de degrés 
pairs. Or, de là découlent, dans la nature de ces formes, de pro- 
fondes différences, que nous nous attacherons à apprécier et à 
faire ressortir dans la suite de nos recherches. 


Paris, juillet 1854. 


——__“+ Q Q © — 








SUR 
LE NOMBRE DES RACINES D'UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE 


COMPRISES ENTRE DES LIMITES DONNÉES. 


(Extrait d’une Lettre à M. Borchardt, Journal de Crelle, t. 52). 


nn: En poursuivant mes recherches sur le théorème de M. Sturm 
J'ai réussi à traiter par les mêmes principes les équations à coeffi- 
clents imaginaires, Ce qui ma conduit au théorème de M. Cauchy 
pour le cas du rectangle, du cercle et d’une infinité d’autres courbes 
qui sont même à branches infinies, comme l’hyperbole. La théorie 
des formes quadratiques vient ainsi donner pour ces théorèmes des 
démonstrations indépendantes de toute considération de continuité, 
comme celle que vous avez déjà pu conclure vous-même de ce que 
j'ai dit au sujet du théorème de M. Sturm dans les Comptes ren- 
dus de l’Académie (!)(1853, 1°" sem., p. 294 ).La réduction d’une 
forme quadratique à une somme de carrés, qui a été le sujet de 
votre Mémoire sur l'équation dont dépendent les inégalités sécu- 
laires, joue le principal rôle dans mes recherches. Seulement, au 
lieu des substitutions où la somme des carrés des variables qu’on 
introduit est égale à la somme des carrés des variables primitives, 
Je considère des substitutions réelles quelconques. On a alors cette 
proposition dont je donnerai une démonstration très facile, dans 
la suite des Mémoires sur les formes quadratiques que je destine 
au Journal de Crelle : De quelque manière que l’on fasse éva- 
nouir les rectangles d’une forme quadratique par une substitution 
réelle, le nombre des carrés qui se présenteront affectés de coef- 
ficients de mêmes signes, sera constant. Ce nombre est ainsi un 
véritable invariant pour l’ensemble des formes équivalentes par 


(1) Voyez page 284 de ce volume. E. P. 
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des substitutions réelles. Maintenant voici le premier théorème 
qu'il faut établir, pour traiter les équations à coefficients imagi- 
naires. 
L 
Sotent 


- ue PET: 
Xt=T-CTS Y=Y7+iy", nt = u+iu 


. . . . . aa OM fre 
n variables imaginaires, t désignant V—1, et 
Et : . A = fe 
NÉ Id Va MAUVE 4 Uo=u—iu 


leurs conjuguées respectives; la forme quadratique suivante : 


® — Xo(&i,1 À + Gi Y+...+ainU) 
_— Yo(@s 1 X + Go, Ye üs,nUÜ) 


ae ; Ar ARR: 
sera évidemment réelle en mettant en évidence æ, y, ..., u; æ, 
HR u!, si les constantes ay, el &y,y Sont des quantités ima- 
ginaires conjuguées, ce qui suppose réelles &i,1, d2,2, ..., Gn,n- 


Sous cette condition nommons A,, A», A:, ..., A, les détermi- 


nants qui suivent : 


A ,1 1,2 | 
SZ , + | 
Ai = di: A2 — x 
2,1 A2 ; 
, , 
di,1 1,2 di ,n 
| di,1 ‘1,2 1 
| 2,1 2,9 -.. sn 
A3 — | Go, 2,2 A, |, RS An = : 
A3,1 3,2 3,3 
: An,1 An,2 +. Œn,n 


Tous ces déterminants sont réels, car 1ls se reproduisent en met- 
tant les colonnes horizontales à la place des colonnes verticales, 
ou 4,4 au lieu de &y,; Ce qui revient à changer dans les éléments 
(= rênS V— 1. Cela étant, si l’on fait évanouir les rectangles 
de la forme + par une substitution réelle, le nombre des carrés 
qui se présenteront avec des coefficients positifs sera double du 
nombre des termes positifs de la suite 


& A A 


A; , , CR | 
Ai A2 An—1 
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et le nombre des carrés multipliés par des coefficients négatifs sera 
le double du nombre des termes négatifs de la même suite. On voit 
par ce théorème que les formes telles que # se comportent comme 
des formes à un nombre d’indéterminées moitié moindre, ce qui 
est surtout important pour l’Arithmétique, comme je l’ai démontré 
dans la théorie nouvelle dont j'ai fait dépendre la décomposition 
des nombres en quatre carrés. Mais la considération de ce genre 
de formes me semble également indispensable pour arriver au 
théorème suivant, qui est un théorème fondamental. 


IL. 
Soit 


F(z)=Azt +Bzt+...+Kz+L—o 


une équation dont les coefficients sont des quantités imagt- 
naires quelconques, et a, b, c, ..., k ses racines; nommons A, 
DR RS, Li lesquantiuesiconquguées de À, B, ..., K, L, ec 


posons 
Fo(z) ms A2" ge B, 3-1 Ste at K, z + L,. 


La forme quadratique suivante : 


. 


— LEA RTL EL we n—1 y )? 
? ETAPE ALU RE + an lu) 


+ FD FA) (æm+ky +...+ kttu)?, 
fonction symétrique des racines a, b, ..., k, sera toujours réelle, 
et Jouira de cette propriété que, si l’on fait évanouir les rectangles, 
le nombre des carrés affectés de coefficients posttifs sera égal au 
nombre des racines «a, b, ..., k, dans lesquelles le coefficient de £ 
sera positif, et le nombre des carrés affectés de coefficients néga- 
tifs égal au nombre des racines dans lesquelles le coefficient de & 
est négatif. 

Pour le démontrer, je vais introduire, comme plus haut, les in- 
déterminées imaginaires conjuguées 
DT UT", XP TT: Y=y+iy, Yo—=y — y", ne 

U=u+iur, U,=u—iu, 
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et en posant, pour abréger, 

e(a)= XANEL NE delire da) = Xo+aYo+...+ a 1, 
je considérerai la nouvelle forme 


c 


fé Fsta)F'(a) 


L C 
HAUT UT = D rc pta 912) 80ta). 


D 8(a)68,(a)+ 8(b)8(b)+... 


a 
F,(è) F'(8) 


En désignant par v’ ce que devient ©, lorsqu'on met x’, y’, ..., u 
au lieu de x, y, ..., u, on aura évidemment 


P—=p+9"; 


mais 1l sera beaucoup plus facile de raisonner sur cette forme ® 
que sur ©, qui contient un nombre d'indéterminées deux fois 
moindre. Pour démontrer en premier lieu la réalité des coeffi- 
clients, je remarquerai que les racines de l’équation 


F,(2) — © 


seront les conjuguées &ç, b5, ..., ko des racines de la proposée: 
de sorte qu’on aura, par la décomposition en fractions simples, 


O(a) a 8(&) Fe 8(b;) Fe Le 8(/ko) ; 
F(a) (a — a) F5(&@o) (a— b6)F 560) ‘" (a —ks) Ft 





d’où cette expression de ®, savoir : 








se 8 (0) 8 (bo) 8 (ko) | 
D— ES 
F'(a) L(a— a) Fit) (ah) Fin) Ma ARE: 
165(0) | AU EPST 8 (06) Lt 148 ur] 
F'(b) L(b— a) Fi(ao)  (b— 066) F5 (80) -(6—40) F5 (Ko) 
TS er» Le Tes le a Nate : + ee se ne 0 ace te ne 0 5 0e 

: su 8(&) LB IP) __ @(4o) | 
TFC (Eu) F;(a0) 04-260) FAN OL ORNE s) 


Or, en réunissant les termes contenus dans une même colonne 
verticale, on trouvera de suite 


Le t6(&) O(&s) 


D — 
F(ao) F5 (@) 
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ce qui est bien l’expression primitive, dans laquelle on a changé 
+ c'en — 2. 

Ce premier point établi, je fais la substitution suivante : 





O(&:) 2 O(0,) a 8(Xo) Le 
Fi(&o) F5(00) t AU F(Æo) | 
Oo(a) RUE 8,(b) AA Oo(Æ) at 
F'(a) 602 F'(b) Fra 0 DORL) F'(X) rade | 


6 et Go, n et no, «+, UV et v, étant des variables imaginaires conju- 
guées. De là résultera évidemment une substitution toute réelle, 
entre les éléments réels des indéterminées X, Y,..., Uet£,n,...,u, 
puisque.le système des équations posées ne change pas en mettant 
— à au lieu de +. Ainsi, lorsqu'on fait évanouir les rectangles, 
le nombre des coefficients des carrés qui ont un signe donné sera 


le même pour la forme ® et la transformée en £, ñ, ..., v, savoir : 

A s B) \ 

Nr ko ( ue HORS | 

; ; 

+ io (7 Fe NET à 0 D CT TEE 

FT LE Re PE OMR EPA MCE RINEERE 

£ 1 DATA 

Mer Tr à) 


Or 1l est facile d'appliquer à cette transformée le théorème [, et 
d'obtenir le terme général de la suite 





Je considère pour cela le déterminant À,, relatif aux m premières 
variables et aux racines @, b, ..., f, g; le rapport de détermi- 





nants —7- sera la valeur de F qu'on tüirera des équations linéaires 
à yn—1 
LE PIE ME TA PHASE je 
&—@ a—b, a — fo A gpl 
e OS 
LE in tÀ tu : 
UTP a =. 
TEL CORNE TER BEN ARTE NEA INRA 
LE TA À Lu 
Re cie = LH, 
£ — &g — bo & — Jo &# — S0 


HET: 26 
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dans l’hypothèse particulière que les seconds membres, à l’excep- 


uon de ', soient nuls. 
Or, on satisfait à ces équations de la manière suivante : 


Soit 
H(z)=(z—a)(z—b)...(z — 8), H,(3)=(3— a5) (3 — 5): ..(5 — &o), 


on fera 
APT ET CR | 
I Ce CORNE RC DE (&o—g)W(E) 


ce qui donnera de suite, pour le cas particulier qu’on a en vue, 


L'II(Z0) Io(£) 








RS RL 
(So —£&)Io(8o)H (8) 
donc 
' nr ‘ H,(£8) 
 — = 1(£o—Z£g): Norme — , 
He Ayn—1 de 8) W(£g) 


quantité qui a précisément le signe du coefficient de & dans la ra- 
cine g. Ainsi, les coefficients des carrés dans la forme W, ou dans 
la forme ®, lorsqu'on aura fait évanouir les rectangles, offriront un 
nombre de termes positifs et de termes négatifs double du nombre 
des termes positifs et négatifs de la suite 


1(Go — a), 1(b5 — 06), .. (Ko 2}; 


donc, à cause de la relation D —e +", /e nombre des coefficients 

U LD 2] : £ 0 ; à " k Li ? L 4 
des carrés qui offriront un signe donné, lorsqu'on fera éva- 
noutr les rectangles dans la forme ©, sera égal au nombre des. 
termes, ayant ce méme signe, dans la série des coefficients de t 
des T'ACINES AD EEE 


II. 


Les résultats précédents sembleront sans doute inapplicables 
dans la pratique, à cause de la difficulté d'évaluer les fonctions 
symétriques des racines qui se présentent pour les coefficients de 
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la forme quadratique o. Mais ce n’est là qu'une difficulté appa- 
rente, comme vous allez voir. Reprenons l'expression 


© — » RENE (æ+ ay +...+an-iu }, 
et faisons la substitution suivante, que m’a suggérée la notion des 
formes adjointes, telle que je l’ai indiquée dans une de mes Lettres 
à M. Jacobi (!) (Journal de Crelle, t. 40, p. 263 et suiv.) sur la 
théorie des nombres. 
Posons 


d 
LE — Shn—1. 


D | 
= 
D I = 


Un calcul extrêmement simple montre que, si l’on désigne par 
SC TAC) RRRULE LE) 


ce que deviennent les quotients 








quand on y remplace 34 par 4,, on obtiendra la transformée 


D — 1F,(a) è 
A — Fa). [£(a)] . 


Or cette transformée, qu’on peut substituer pour notre objet à 
la forme v, s’'évalue immédiatement et sous forme explicitement 
réelle, au moyen des coefficients de l’équation proposée 


RARES PT à 
Considérez pour cela l’expression 


CAE CENME (35) 
PAS MEET Re 








où z et z/ sont deux variables distinctes ; elle se transforme succes- 








(1) Voir p. 137 de ce Volume. E. P. 
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sivement de la manière qu'expriment ces relations, savoir : 


1 Fo CAMES En È Ÿ F,(a) I 
p2 F'(a) za 3— a. HSE D F'(a) (3—a)(z' —a) 


BINESRSCS) F;(a) I I 
| z'—3 Dre) 


Fés)R0z9 EE 2 nr | 























F(z) Fa 


Ainsi la transformée £ sera ce que deviendra l'expression éVi- 


demment réelle 
EE F(z') F5(2z) — ECa) Fo tea 


Z — 
Lo 29 


quand, après avoir effectué la division, on remplace successivement 


RONIS ES RENE F ALET NE 
puis 

SON DAS TR NAN PERS 
par 

Zoo: Z1» Zo, SAT ES LT E 


Soit, par exemple, 
F(z)= az +bz+c+iaz?+b'z+c); 


on trouvera 


F3) Fo(z) — F(2)Fo(z) 
1 FIRE QE ) (2)Fo — (ab'— ba')z3'+ (ac'— ca')(3+ 3!) Fbc— cb" 
2 Non à 


el, par suite, cette expression de $ : 


2$—(ab'— ba')z3? + 2(ac'— ca’) 302, +(bc'— cb}? 


Cette méthode pour obtenir la forme £ et les rapports de cette 
forme avec les racines de l’équation F(z)—o étant bien établis, 


voici les premières conséquences à en ürer. 


IV. 


Soit ® le coefficient de £ dans l’expression o(x + iy), où y est 
une fonction rationnelle à coefficients réels ou imaginaires. Si l’on 
considère æ et y comme deux coordonnées rectangulaires dans un 
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plan, l'équation ® — 0 représentera une courbe, relativement à 
laquelle nous distinguerons dans ce plan deux régions différentes. 
Je dirai que les points dont ces coordonnées substituées dans la fonc- 
tion ® la rendent positive occupent la région positive, et que ceux 
qui la rendent négative occupent la région négative. Cela posé, 
représentons géométriquement chacune des racines imaginaires 
a, b,..., k par un point dont l’abscisse et l’ordonnée seraient la 
partie réelle et le coefficient de z de cette racine, on pourra déter- 
miner combien de points ainsi obtenus se trouvent dans l'une ou 
l’autre des régions que nous avons définies. En effet, si l’on éli- 
mine 3 entre les équations 


F(z)24e; u = (3), 
l'équation en 4 aura pour racines 
D) NT Re RO CA) 


ainsi la forme quadratique, déduite de cette équation, conduira à 
déterminer le nombre de ces racines, dans lesquelles le coefficient 
de £ a un signe donné, et par conséquent le nombre des racines 
a, b,...,k, de l'équation proposée qui occupent la région positive 
ou négative, relativement à la courbe D — 0. 

Soit, pour premier exemple, 


p(3)= (361); 
les coefficients de z, dans les racines de l’équation en w, nous con- 
duisent alors au nombre des racines de l'équation proposée 
tr) =r0, 


qui sont renfermées dans l’intérieur d’un rectangle, ayant ses côtés 
parallèles aux axes coordonnés. Désignons par +(£,n) le nombre 
des termes positifs contenus dans les coefficients des carrés après 
 l’évanouissement des rectangles, lorsqu'on opère sur la forme qua- 
dratique relative à l'équation en u; Pexpression 


SRE, r)—T(é0, HUIESS T(E, no) + (60; no)] 


représentera précisément le nombre de ces racines qui sont con- 
tenues dans le rectangle, ayant pour coordonnées de ses sommets 
les points 


- Es LAURE de ad ENT 2; 
Me nn Demo mor =, Von TL 60 Y = No. 
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En effet, si l’on représente l’une quelconque des quantités @, 
b, ..., k par æ + iy, le coefficient de £ dans les racines de w sera 
(æ— E)(y7 —n), donc +(Ë,n) sera le nombre des quantités æ, y, 
contenues dans les deux angles opposés par le sommet, ayant les 
côtés parallèles aux axes coordonnés, et pour Porigine le point 
x = €6,y =", l’un de ces angles ayant ses côtés parallèles aux di- 
rections positives des axes. La différence 


n(é, n) Pa ($0; n) 
représentera, dans l’intérieur des deux parallèles, 


NL ART 


l'excès du nombre des racines, dans lesquelles y est > n, sur le 
nombre des racines dans lesquelles y est <n, si l’on a toutefois 
E, 6, et l’on en conclut de suite la formule ci-dessus, en consi- 
dérant une nouvelle ordonnée n, < n, et retranchant les deux dif- 


férences 
RE, n)—T(Éo, 1), TE, no) — T(É0, No). 


Si nous prenons, en second lieu 
[É ) ) 
p(z)=Pz+0Q03+R, 


la forme quadratique relative à l'équation en w donnera le nombre 
des racines qui sont dans l’intérieur, et le nombre des racines qui 
sont à l’extérieur d’une hyperbole équilatère, placée dans le plan 
d’une manière quelconque. Enfin, nous remarquerons les propo- 


sitions suivantes : 


1% Soit r(C) le nombre des Lermes positifs contenus dans les 
coefficients des carrés, pour la forme quadratique relative à 
l'équation 

F(z+1:€) =o, 


la différence r(f)—7()sera le nombre des racines a, b, ..….,k, 
dans lesquelles le coefficient de t est entre les limites &, Co. 


2° L'expression semblable r($) — r(&,), relativement à l’é- 
quation 


/ 
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donnera le nombre des racines dont les parties réelles sont 
entre les limites €, Co. 


3° Relativement à l’équation 
3+1 
F ( . |] = 0 
Béer ; 
r(<) sera le nombre des racines dont le module est moindre 


ques. 


En général, on trouvera le nombre des racines contenues dans 





l’intérieur de courbes fermées. si la fonction est le quotient de 
; + 
deux polynomes du même degré 


\'* | ; 
La forme quadratique 
D 102(a) 
nl Ha ta, a } Hat (a)’ 
composée avec les racines &, b, ..., k de l'équation 
F(z)=6, 
(a)=r+ay+...+an-lu, 


et qui ma conduit sans aucune considération de continuité aux 
cas précédents du théorème de M. Cauchy, est susceptible d’une 
transformation remarquable, par laquelle nous allons retrouver 
les énoncés mêmes de l’illustre géomètre. Soit 


(3) =pf(z) + pifi(z), F(z) = gf(z)+ gifi(z); 


P; P1: 4; Q1 étant des constantes quelconques, telles cependant que 
les degrés de F et f soient égaux. 
Nommons x, 5, ..., x les racines de l’équation f(3) — 0, et re- 








! : ) ÿ! . : 
présentons par w le déterminant AUS NE dis qu'on aura cette 
J TT 
équation 
O2(a) 02(6) O2(Æ) 


Fita)F'(a)  Foté)F 416)" F(4)F (4) 


Da (x) 92(8) 2(x) 
er CCR) à A(B)S"(B) at el 


he 
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Désignons respectivement par © et o les deux formes 


Ÿ O2(a) D 02(x) 
é Fo(a)F'(a)’ fi) (a) 
par À et A’ leurs invariants, par y et y’ leurs formes adjointes. 
Comme je l’ai remarqué daus une de mes Lettres à M. Jacobi, 
sur la théorie dès nombres, les invariants de y et 7’ seront A%°", 
Art, et leurs formes adjointes : A%26 et Arm20/MCElaN pose ner 
d’après la définition même que j'ai donnée des formes adjointes, 


! 


les formes 2, e sont représentées, en vertu du théorème IV, par 


les expressions symboliques 


F(z')Fo(z)—F(z)Fi(z) u FE) = fa) Az), 


LA 
A tr 6 GS 


Or les relations 
F(3) = pf(2) + pifi(s), F(z) = gf (3) + gifs) 


font voir que la première est le produit de la seconde multiphiée 
par le déterminant w. Ainsi, nous avons déjà 


À x. 
A A’ 


De cette équation identique on conclut d’abord, en égalant les 


! 


invariants des deux formes £ etwuÆ, 





A A’ 
An—1 A'n—1 
Re uw)? SANTE ou A' = w7A. 


En égalant ensuite les formes adjointes, 1l vient 


ee In—2 o! vs 
A7 —— uw/—1 : Ê 4 ou ï 4 — w/—1 nc 
A—1 A’n—1 À A’ 
et, par suite, 
I ! 
NET je 1 
g= 1e (1 





(!) Remarquez que <= AS F(a)F,(0)7:5 FF; CR) ;Co'est donc la fonction qui 


provient de l'élimination de z entre F(3) = 0, F,(3) = 0. On peut l’obtenir sous 
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Je vais faire usage de ce résultat, en supposant 
F(3)=f(z)+ is), Fo(z)=f(z) — dis). 


f et f\ étant des fonctions réelles dont la première soit de degré n, 
condition qu'on peut toujours remplir en multipliant, si cela est 
nécessaire, F par une constante imaginaire. Dans ce cas, l'identité 


m1 102(a) t02(b) D c02(X) 
MP Pia) ra) Ph) tb) À FA) FE) 
= :| es PER LC) POP LCIPA 1 
RCA Ce TTHANNORSATITACS 
où æ, P, ..., x sont les racines de l’équation réelle f(3) — o, con- 


duit à ces théorèmes LUE 


Nommons, pour abréger, + et y les nombres de térmes positifs 
et négatifs que présentent les coefficients des carrés de la forme 0, 
après l’évanouissement des rectangles. D’après mon théorème fon- 
damental, x sera le nombre des racines de l'équation F(z:)= 0, 
dont le coefficient de test positif, et y le nombre de ces racines 
dans lesquelles le coeflicient de t'est négatif. 


Or ces deux nombres vont recevoir une acception nouvelle. 


La variable 3 croissant de — © à +, x sera le nombre de 


fois où le rapport Jtz re passe en s’évanouissant du positif au 


Ji(z 


négatif, plus le nombre des couples de racines imaginatres de 
l’équation f(3) = 0, et y le nombre de fois où le mére rapport 
passe en s'évanouissant du négatif au positif, augmenté encore 
du nombre des couples de racines imaginaires de la même 
équation. 


Supposons en premier lieu les racines &, 5, ..., #, toutes réelles ; 








forme de déterminant, puisque * est l’invariant de la forme représentée symbo- 


liquement par LR RES PE AE 


(!) La fonction désignée ici par © diffère par le facteur £ de la fonction dé- 
signée plus haut par la même lettre. 1029 
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on pourra faire évanouir les rectangles de © par la substitution 


(x) re 6(B) y 04) TT 
JC) EE RENE NAT ESS 








ce qui donnera la transformée 


S, 








(ax) LICOTR 
X2 +: V2... + 
1 CL) Ja) J1(x) 





Ja) 


Or, en s’évanouissant par exemple pour 3 =, le rapport Res 
1 





passera, pour des valeurs croissantes de la variable, du négatif au 
f(x) 
J1(2) 


positive ou négative; ainsi, dans ce cas, les nombres + et y ont 


sera 





positif, ou du positif au négatif, suivant que la quantité 


bien la signification indiquée. 

En second lieu, supposons la présence des racines imaginaires, 
et soient par exemple x et 5 deux racines conjuguées. Relative- 
ment à ces deux racines on fera 





RDS =X+iY, Le CORNE SRE 
Lite) PeCa) If LAi(B)f"(B) 
ce qui donnera 
O2(a) 62(6) DEN 2 DPON 


AOC) ADS D. 


Ainsi, en général (toutes choses égales d’ailleurs), deux racines 
imaginaires conjuguées donnent lieu à la différence de deux 
carrés, lorsqu'on fait évanouir les rectangles par une substi- 
tution réelle, ce qui donne bien la signification attribuée aux 
nombres r et y. 


v sera l’excès du nombre 





On en conclut que la différence + 
RES) 
Ji(z) 


au négatif, sur le nombre de fois où ce rapport passe en s’éva- 





de fois où le rapport passe en s'évanouissant du positif 


nouissant du négatif au positif. 
Ce sera donc l'indice intégral 


te ft) 
— 00 fi 3 ) 
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qui représente par suite la différence entre le nombre des racines 
de l’équation F(3) = 0, dans lesquelles le coefficient de £ est po- 
sitif, et le nombre de ces racines, pour lesquelles ce coefficient est 
négatif. Cette remarque, faite déjà par M. Sturm dans son Mé- 
moire sur le théorème de M. Cauchy, a les conséquences que nous 


allons indiquer. 
VI. 


Considérons une courbe fermée CG, rapportée à des axes rectan- 
gulaires, et dont les coordonnées s'expriment par les formules 








__ ®(é) ._ gi(é) 
MAT) OUT 


les fonctions :/, ©, ©, étant entières. Je supposerai qu'en faisant 
croître £ depuis — © jusqu'à + æ, on obtienne, en revenant au 
point de départ, tous les points de cette courbe. Cela étant, j'ob- 
serve que le théorème de M. Cauchy, pour un contour quelconque, 
est évident lorsqu'on l’applique à l'équation 3 = o. 

Il suffit, en effet, d’un peu d'attention pour reconnaître qu’en 
suivant la courbe GC, toujours dans le même sens, jusqu’à ce qu’on 
revienne au point de départ, le rapport passera, en s’évanoulis- 
sant, autant de fois du positif au négatif que du négatif au positif, 
si l’origine des coordonnées est en dehors de la courbe. Au con- 
traire, si l’origine se trouve dans son intérieur, ce rapport passera 
en s'évanouissant, deux fois de plus du positif au négatif que du 
négatif au positif. 

Cela posé, un simple changement d’origine, en rapportant la 
courbe à de nouveaux axes, passant par le point 


T — à, JA b, 
permettra d'étendre le théorème de M. Cauchy à l'équation 


3z—4—1i6 —0o. 


De là résulte que nous pouvons immédiatement déterminer l’in- 
q P 
dice intégral relatif à toutes Les équations imaginaires de la forme 


p(£)+ipi(t)—(a+iB)y(é) =0; 
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et, par suite, l’excès du nombre de leurs racines dans lesquelles 
le coefficient de £ est positif, sur le nombre de leurs racines dans 
lesquelles ce coefficient est négatif, cet excès étant zéro ou deux, 
suivant que le point + = 4, y = $ est extérieur ou intérieur à la 
courbe C. k 
Cela posé, faisons dans l’équation proposée 
Fist PA AU ana) 
(6) 

en appliquant ce qui précède au résultat de cette substitution dans 
chacun des facteurs simples 3 — a, 3 — b,..., 3 —k, de F(s), 
on arrive à cette proposition : 


L'excès du nombre des racines de l’équation 


fo(é)+ivié 
F [Her m2] ee, 
X CE) 

dans lesquelles le coefficient de i est positif, sur le nombre des 
racines dans lesquelles ce coefficient est négatif, est égal 
à deux fois le nombre des racines a, b, ..., k de l’équation 
F(z) = 0, qui sont renfermées dans l’intérieur de la courbe C. 
Ainsi, en désignant par w ce nombre, et en nommant Pet N le 
nombre des termes positifs et négatifs qui se présentent dans 
la forme quadratique relative à l’équation ent, lorsqu'on a 
fait évanouir les rectangles, on aura la relation 


H= = (P—N). 


Voilà où je me suis arrêté dans l’étude de cette découverte si 
belle et si grande de M. Cauchy. J’ai été amené à cette étude en 
grande partie par des recherches sur des questions arithmétiques. 
qui, depuis l’année 1845, ont appelé mon attention sur les formes 
quadratiques composées d’une somme de carrés de fonctions sem- 
blables des racines d’une même équation. Aussi ai-je éprouvé une 
véritable satisfaction à rattacher à la considération de ces formes 
ces magnifiques théorèmes de M. Sturm et M. Cauchy, qui ouvrent 
l’ère nouvelle de l’Algèbre moderne. Sous ce nouveau point de vue, 
d’ailleurs, le fait de l'existence d’une infinité de systèmes de fonc- 
Uons jouissant des mêmes propriétés pour la détermination des 


. 
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nombres des racines réelles ou imaginaires, qui sont comprises 
entre des limites données, se présente dès les premiers pas et d’une 
manière qui en fait mieux saisir le caractère et l’importance. 

Parmi les formes variées dont le théorème de M. Sturm est ainsi 
susceptible, la suivante me semble la plus simple : 


Soit l’équation proposée 
(sr) 0 


Nommons f, la dérivée de f, et désignons, comme précédem- 
ment, par r(<) le nombre des termes positifs de la forme qua- 
dratique qui a pour expression symbolique 


GO) A (GE) = OS AE), 


AS 23 


lorsqu'on a fait évanouir les rectangles; le nombre des racines 
réelles comprises entre deux limites € et {, sera 


RC =EnR (Co) 


Une analyse particulière m'a donné, pour la détermination du 
nombre total des racines réelles et imaginaires, cet autre théorème : 


Soit, sous forme homogène, 
u= f(x, y) 
le premier membre de l'équation proposée du. degré n. Posons 
Uo = f (Los Jo) 


et considérons l’expression 


I (T dus du — 


En remplaçant, la division faite, 

PO C A MER AT ANDE TRE 25 A ROC EN € E 
d’une part, et de l’autre 

ET TE NOR CPR EEE UE 


respectivement par X, Ÿ,..., V, on obtiendra une forme qua- 
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dratique (u); et, relativement à cette forme, la quantité dé- 
sisnée précédemment par r —Y sera le nombre total des racines 


réelles de l’équation u = 0, moins une unité. 


Soit uw! ce que devient « par la substitution 
g= x +py,  J=hr +; 


les deux formes quadratiques (w) et (w') seront équivalentes, ec si 
l’on nomme X’, Y’, ..., V'les indéterminées de (u'), la substitu- 
ton pour passer de l’une à l’autre s’obtiendra par l'identité sui- 
ValiLes 


(Ne ve ... VAT 2 ns —= [AS \ 4 6 Vo)Üit +7, HT + (Lo MORE", 


où, d’après l'excellente notation de M. Cayley, 


Ye VD Ge, pre Kant + PS Yon y + EN 





Hyères, 28 Janvier 1854. 


SUR 
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AUXQUELLES SE RÉDUISENT LES RACINES DES ÉQUATIONS 
A COEFFICIENTS ENTIERS COMPLEXES D'UN DEGRÉ 
ET D'UN DISCRIMINANT DONNÉS. 


(Extrait d’une Lettre à M Borchardt, Journal de Crelle, t. 33.) 


Permettez-moi, en continuant en quelque sorte ce que je vous 
ai écrit au sujet de la détermination des racines imaginaires des 
équations algébriques, de vous entretenir des questions arithmé- 
tiques auxquelles je songeais, lorsque chemin faisant j'ai été ainsi 
amené aux théorèmes de M. Cauchy et de M. Sturm. Ces ques- 
Uons arithmétiques avaient pour objet la théorie des nombres com- 
plexes, et en particulier l'étude des formes décomposables en fac- 
teurs linéaires, lorsque les coefficients sont des entiers de l’espèce 
a + BUT. Pour le cas des entiers réels, la réduction des formes 
quadratiques définies avait été, comme vous savez, l'instrument 
analytique que j'avais surtout mis en œuvre; mais, pour passer de 
là aux nombres complexes, 1l fallait à ma méthode une modifica- 
Uon que J'ai été bien longtemps à découvrir. C’est le hasard en 
effet qui me l’a donnée, en traitant de la décomposition des nom- 
bres en quatre carrés, sous le point de vue que j’arindiqué dans le 
Tome 47 de ce Journal. Je vais essayer de vous en donner une 
idée précise en démontrant le théorème que j'ai eu déjà occasion 
d’énoncer dans une note de mon travail sur la théorie de la trans- 
formation des fonctions abélhennes : 

Les racines de toutes les équations à coefficients entiers com- 
plexes, d’un degré donné, et pour lesquelles le discriminant 
(déterminant de Gauss) a la même valeur, ne représentent qu'un 
nombre essentiellement limite d’irrationalités distinctes (*). 


(1) Comme le rappelle M. Herimnite, ce théorème a été énoncé par lui pour la 


» 


Vo» T0: . 
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EN 
_ 
(er) 


J'aurai, pour cela, deux points principaux à établir. Le premier 
consiste dans la théorie arithmétique de la réduction de ces formes 
quadratiques à indéterminées imaginaires conJuguées que j'ai fait 
servir à la démonstration du théorème de M. Cauchy. En dési- 
gnantparæ, V,3,...,0, A + 1 indéterminées imaginaires, et par, 
, #, leurs conjuguées respectives, elles sont, comme vous 


savez, définies de cette manière : 


f — Lo(do,0 € + 1 Y + d,2 2 +... + on P ) 


+ Vo(dioLl+1V+ Mas +. Ædn 9) 


+ Po(Gn0T + Ans Y FANS. NME An,nV) 


avec la condition que 44, et 44, seront des quantités imaginaires 
conjuguées. En mettant en évidence, tant dans les coefficients que 
dans les indéterminées, les parues réelles et les coefficients de Te 
la forme f sera si l’on veut un cas particulier des formes réelles 
à 2n + 2 indéterminées, mais qu'on traite, grâce au jeu des quan- 
utés imaginaires, par les procédés essentiellement propres aux 
formes à nr + 1 indéterminées seulement. Sans insister davantage 


sur cette considération que J'ai développée ailleurs dans le cas. 


de ñn —1, j'énoncerai les propositions algébriques suivantes qui, 
si simples quelles soient, doivent être au moins indiquées pour ne 
rien omettre dans l’enchaînement des idées. 

1° En faisant, dans f, la substitution 


max +aY +...+ atV, 
p=RX + BY +...+ 8m, 
B' = 1 X —— Ya + ,,.. + y V, 


do Xo + 0 Yo+...+ am V,, 
Vo = Po Xo+ Ê6 Yo+...+ BON 
So Zo = Yo Xe + Yo Yo +3. YA Ve, 


8 
Î 


RAT PR A DAS NE US A EN EE : 
| Po — Ào Xo + À Yo—+. Dore AG) Vo: 





première fois dans son Mémoire sur la transformation des fonctions abéliennes 
(voir plus loin p. 477). Quant au théorème analogue relatif aux nombres réels, 
M. Hermite lavait démontré antérieurement (p. 225 de ce Volume).  E. P. 


dés roh dti 
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où & et 4, et Do, etc. sont des quantités imaginaires conjuguées, 
on aura une transformée de même nature : 


F — X6(A0,0 X + À 6,1 Ÿ + A2 Z+...+ Ao,n V) 
—- Yo(A1,o X + Ai: Y —- A,2 / + ,... + Ain V) 


A @ Vo (An,o X + A n,1 Y + An, 2 a 1 CV Rae 1 à AnnV), 


de sorte que A4, et À,, seront comme &y,, et &yu des quantités 
conjuguées. 


2° Soient D, d, w, w, les déterminants des systèmes suivants : 





A6,o Ào,1 . A 6,n | do,o oi don 
Da A0 Ai: Ai,n | PAL di,o 1,1 din L 
| An,o An, . Ann | \ An,0 An,1 Ann | 
ro a tn) & AG) 
es. \ 6 c pt) | ep Bo RNA PDG) 
ANT AUD NAUERE AU) 
on aura l'équation 
D = duuw,, 


d’où résulte que d peut être regardé comme l’invariant de la 
forme f. 


în vue de la théorie de la réduction, j'ajouterai cette remarque 
qu'en posant 


LA ALTO 


= Yn(b + bios. + 01,0 
dx. dx, Yo 1,12F 1,2 1,nŸ) 


& = &o,0 Î — 
ete 30 (02,1 Y + D2,23 voor ban®) 


ee Po(On,1Y in On,23 RE + Onnt) 
Ou,v — o,0 du,v — yo %o,v; 


on obtient une forme aux indéterminées y et yo, 3 et 30, ..….,  et6o 
qui est un copartant de f, relativement à la substitution (S, S;) 
quand on y suppose 


PACE @ BEN OM E VEeiU die NEO: 
Et si l’on appelle D' l’invariant de g, on aura 


D'— aÿ 0! BE 
H, — I. 27 
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Cela posé, je vais établir qu’étant donnée une forme f définie, on 
peut trouver, pour les coefficients de la substitution S, des nom- 
bres entiers complexes, dont le déterminant w soit wn, et tels que 


dans la transformée F on ait 
n(n+1) 


(a) AG OL Ter AE 7 US É D. 


Ce sera cette transformée que J'appellerai réduite. À cet effet, je 
considère l’ensemble des formes déduites de f, par toutes les sub- 
stitutions (S, S,) à coefficients entiers complexes et au détermi- 
nant 1. Je distingue ensuite, dans ces transformées. celles où le 
coefficient de XX, est le plus petit possible. Parmi ces dernières, 
je dis qu’il en existe une que je représenterai ainsi : 


F=  X,(45,0X + Ao1YŸ +...—+ Ag nV) 
+ Yo(A1,0X A1 TH ALnN) 


et remplissant ces deux conditions : premièrement, que la forme 


dF dF ; 
dx aX, = YoCB:1Y + B;:22 re QE ir. B:;,» V) 
—+ ZLo(B>1 Y —+- B: 22 DR CS B;,n V) 


1 dote nfalste ets ..... CCC . 


Gta Vo(Bh,1 Y + B » 2 Z er mt ICI à > B,n V) 


G = Acer SR 


soit réduite dans le sens propre aux formes à » paires d’indéter- 
minées ; secondement, que les parties réelles et les coefficients 
de VE dans les diverses quantités A, soient moindres en 
valeur absolue que la moitié du coefficient minimum A,,. En 
effet, en faisant dans F la substitution 


X=E+t + my + 13 +... + tb, 


Le MD +03 +...+tv, 
LEE mp nn +...+trn, 
a ne D UN TA PRIT EEE DURE NES ENS 


— m2) y + ne); LATE rt), 


Xo= to Modo +to3o ee. Too; 
Vi Mo Vo +30 He. to bo, 
Le MOD + Ho3o He. —+ To Vos 

0 0 0 COM AT Vi ee ET DT ., 


Vo = me vo + 03 +... + rpm, 
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on trouvera une transformée £, dans laquelle le coefficient de rx, 


sera encore À, et où la forme 6 analogue à G, savoir 


ds d$ 


= À 0$— — —— 
S + de dx,” 


sera (d’après ce qui a été dit tout à l'heure) la transformée de G 
par la substitution : 
Y=my +n3 +...+ru, 


ZL=uny —+n3 +...—+rv, 


V — mt) D + n (2) 3 a tie Vo; 


! 
Yo= M0 +630 +. + T0 bo, 


Lo = M0 + 0630 +... + 1 Vo, 
Ce Cd) h'rOUE COR ONT QNRER DUR DID 1e ce ,0 /e 6 » , 
Vo= mn +080 304... + tr 00. 


Mais cette substitution est la plus générale entre les 2 paires d’in- 
déterminées conjuguées, et peut être employée à réduire la 
forme 6; on voit donc bien qu’on peut admettre, dans l’ensemble 
des formes dont j'ai parlé, l'existence d’une transformée remplis- 
sant la première des conditions énoncées. Quant à la seconde, on 
y satisfait à l’aide des entiers complexes m, n,..., r, qui restent 
jusqu'ici arbitraires; en désignant, en effet, pour un instant, 
par «ou les coefficients de £ qui correspondent à A4, on a les 
relations 

do,1 = MAo,0 + M Ao,1 + M'A0,2 +. ..—+ mr A », 


do,2 = 1 À0,0 + N'Ao1 +N' Ac +...+nm A, 
do,r = A0, + t'Ao,1 +1 A0, +...+ WA, 


et l’on voit qu'on peut déterminer les entiers complexes n, 


“, ..., r, de manière que la partie réelle et le coefficient de ÿ—1 
dans u6,13 0,23 +++, Uo,n soient au-dessous de + A, ,. Admettant 
donc l'existence de la forme F, remplissant les deux conditions 
précédentes, nous allons supposer que la relation (a) soit vraie à 
l'égard des formes réduites contenant x paires d’indéterminées et 
nous en conclurons qu’elle a lieu nécessairement dans les formes 
qui en renferment 7 +1. Elle se trouvera ainsi établie dans toute 
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sa généralité puisqu'elle a lieu comme je l’ai fait voir ailleurs 
(Journal de Crelle, 1. AT) pour n = 1. A cet effet, j'observe que, 
les coefficients de la forme G ayant pour expression générale | 


By, = À 0,0 Ay,v— À ,0 A6,v 
on trouvera, lorsque les deux indices sont égaux, 


By U, — À5,0 Au,u — Au.,0 À ,u.; 


it: 


de sorte que ces quantités peuvent alors être regardées comme les 
invariants de formes quadratiques à deux paires d’indéterminées 


(A 0,07 Au,0s Aou Auu); 


formes qui seront définies et réduites : définies, car nous avons sup- 
posé f et, par suite, F elle-même définie, et réduites, parce que 
le coefficient minimum AÀ,,, sera au plus égal à A4, et que la 
partie réelle comme le coefficient de ÿ— 1 dans A4, sont, en valeur 
absolue, au-dessous de la limite A4, Donc, d’après ce que j'ai 
établi dans le Mémoire précité, on aura 

A 6,0 Au,u < 2Byu 


et, par suite, 
AG,0 A 1,1 A. . Ann LE 27 B: 1 B2,2. .… B,n 


Mais, en admettant la relation (a&) pour les formes réduites G, qui 
contiennent x paires d’indéterminées et dont l’invariant est AN ,' D, 


on aura 
n(nr—1) 


Bi1,1B2,2...Bn,n < 2 2 AU FX 


or on en conclut, après avoir multiplié membre à membre par 
l'inégalité précédente et supprimé le facteur A’ |, 


n(in+1) 


A 6,0 À1,1 A 2,2 .…. Ann < 2 MERE LT 


C'est ce résultat qui tout à l'heure me servira de base pour la 
théorie de la réduction des formes décomposables en facteurs li- 
néaires, et qui sont à coefficients et indéterminées complexes. Mais 
j'indiquerai d’abord la conséquence suivante qui s’en tire immé- 
diatement. 

Concevons qu’en vue de la théorie des formes f telle que Je 
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l’envisage ici, on modifie l’idée arithmétique de classe, de manière 
à désigner ainsi l’ensemble des transformées déduites d’une forme 
donnée, par ces substitutions spéciales (S, S,) lorsqu'on attribue 
aux coefficients tous les systèmes de valeurs entières complexes, 
pour lesquelles le déterminant w — +1, on aura ce théorème : La 
totalité des formes de la même expression analytique f, lors- 
qu’on les suppose définies, et à coefficients entiers tant réels 
que complexes, ne représente pour un invartant donné qu'un 
nombre essentiellement limité de classes distinctes. Effecuve- 
ment, dans la réduite F, tous les coefficients réels Ay,u sont limités 
en vertu de la relation (&) et les modules des coefficients imagi- 


naires À, le sont par la condition 


/ A SU 
A un A y,y— Auv Ay,y. Nes 


qui résulte, comme on le voit immédiatement, de ce qu’on suppose F 
une forme définie. On n'aura donc pour une valeur donnée de l’in- 
variant qu'un nombre limité de réduites et, par conséquent, un 
nombre limité de classes. 

Je passe maintenant au second point qui me reste à traiter pour 
arriver à mon théorème. 

Soit © une forme à n indéterminées imaginaires, æ, Y, ..., U, à 
coefficients complexes, et décomposable en # facteurs linéaires, 
Savoir : 

A=ar+ay+...+amlu, 
B=bx+b'y+...+bu-1lu, 


L=lz l'y +...+ Im, 


de sorte qu'on ail 
9 — AB ee EE 


Ces quantités À, B, ..., L ne se trouveront point complètement 
déterminées par la forme donnée ©, car il est clair qu'on peut 
multiplier par un facteur constant chacune d’elles, pourvu que le 
produit de tous ces facteurs constants soit l’unité. J’observe cepen- 
dant que le déterminant 4, relatif au système de ces fonctions li- 
néaires, ne subira aucun changement par l'introduction de ces mul- 
üplicateurs arbitraires, car en remplaçant A, B, ..., L, par 4, A, 
LB, ..., 1, L le déterminant relatif aux nouvelles fonctions sera 


d, lo see lnA, 
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et l’on doit faire, comme nous l’avons dit, 
lil ce Le 


Nous pouvons donc, désormais, regarder A comme absolument 
déterminé par la forme proposée +. Cela posé, j’introduis encore 
les facteurs linéaires conjugués de À, B, ..., L, qui seront, en sui- 


vant la notation déjà employée, 


es [d — 
A5 = do + ay Yo+...+ af Du, 


—— ! 1 (n—1) 
B5 = do To + G5 Yo +... + 07 D wo, 


et dont le déterminant sera désigné par A6. Puis je compose, avec 
ces deux groupes de fonctions, la forme quadratique suivante, de 
la nature de celles qui nous ont occupé précédemment, savoir 


PE AAS IDE AIT EME 


Cette forme dépendra essentiellement des muluplicateurs arbi- 
traires que l’on peut introduire dans les fonctions linéaires A, 
B, ..., mais, quels que soient ces multiplicateurs, son invariant D 
sera la quantité entièrement connue 


D — AA, 


de plus elle sera toujours définie, et l’on pourra lui appliquer la 
méthode de réduction exposée plus haut. Concevons donc que 
pour un système déterminé des facteurs linéaires À, B, ..., L, on 
ait obtenu la substitution propre à effectuer cette réduction, et 
que je continuerai de représenter par la notation (S, S,). En 
effectuant la partie de cette substitution désignée par S, dans À, 
B, ..., L, je supposerai qu'ils deviennent 


A—=aX+aY +... .+atw-nU, 
5 — bX + b'Y +...+ bu U, 


co e "a ete te ave e aceie eee etetslie el als: es 


=IX HUY +... + im U, 


tandis que, par la substitution S,, les facteurs conjugués À, B5, .…, 
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=. 
D 
GY 


L, se changent en 


Ao = 40 Xo + 04 Yo... + ag DU, 
A DEN be Yo ee CHU AUE 


Lo = Lo Xo + Lo Yo +... + 1 D Us. 


De là résultera pour la transformée de ©, par la substitution S, 
l’expression 
PA 


et pour la transformée réduite de f, par la substitution (S, Ss), la 
suivante 
F = XX,—+ DH, +. .….+#f0. 


Cela étant, je vais démontrer qu’en supposant la forme donnée », 
à coefficients entiers complexes, et irréductible, dans ce sens que 
l'équation © — o n'admette d’autres solutions entières que 


a (= 0: 


les coefficients de ®, qui seront aussi des entiers complexes, 
auront tous des valeurs finies et limitées par l’invariant D — AA;. 

tient aLcet filet, 5,101, .... 0:21, les coefficients de XX,;,; 
YY,,..., UU,, dans la forme réduite F, à savoir 


5 —= no + bb, +...+ ll, 


si=4aa +b'b,+...+ lt, 
Du ate-Dat-n b(r—1) one M UN ae (1) 10217, 
Ces relations peuvent s’écrire de la manière suivante 


nt b 























Te MO LE Mol Ne Emo? -—, 
Vs Vs Cj 
! ! ! 
nt b [ 
== mod? = mod? sh ee - mod? , 
51 V5i 51 
RL VE te ie NL ce ta de et le 2 SU , 
(a—1) bU2—1) {Ua2—1) 
1 \ 2] 
1 = mod? - mod? AE ME EE Citars ke .s 
Tn—1 On—1 Vote 


Re A b 
et montrent alors que les modules des quantités —> —; «-. sont 
Q (0 
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tous inférieurs à l'unité. Il en résulte qu’en représentant par W le 
produit des facteurs, 








n j a’ at2—1) 
—zX + —— Y += hiees ; 
Vs Vs: VAE 

b . b' L b2--1) 
—X+—Y+...+ 


Dale roue" 0 ‘se olvlieie + sfr D le eo fe ta alta e e Rss. 








c'est-à-dire ce que devient ®, lorsqu'on y remplace X, Y, ..…., U 
par 

I ë I 

DNS 


I 
= Cor 6. Pia amer 5e Le 
Vs Vo: VSu-1 





les modules des coefficients de cette transformée sont eux-mêmes 
limités. En effet, si pour fixer les idées nous considérons le coef- 
ficient d’un quelconque des termes de W, que nous représenterons 
par XPY9... US, les exposants étant des entiers dont la somme 
est n, on trouve sans peine que la valeur maximum de son mo- 
dule est donnée par le facteur numérique qui multiplie le même 
terme XP Y9...U5 dans la puissance polynomiale 


—(X+Y+:..+ Up. 


n°? 





Cela posé, convenons de désigner, par les expressions symboliques 
suivantes 
PERRET ET ERA CET 


les modules des coefficients de XP Y2...U® dans ® et W. Il est clair 
qu'on aura, d’après la relation qui lie les deux formes, 
(1) XP SUR ERP 7 US REP 
el, en particulier, pour les coefficients des puissances les plus éle- 
vées des indéterminées, 

IX {= [XA] 57, 
G) AL = [In] Vo, 
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D 
St 


Or, en multipliant ces équations membre à membre, il vient 
{Xi Vel. Ur! = [X2][Y2]... [Ur] (oo. .0n 1 


mais, d’après la relation caractéristique pour les formes quadra- 
tiques réduites, et la valeur de linvariant de F, que nous avons 
trouvé précédemment égal à AA,, on a 


n(71—1) 


1 
OS ec 01 el 9°? AA); 
il en résulte donc que . 
EXA Ya. .jUr! <[X2][Y2].::[U*].2  * VAL 


et finalement, en ayant égard aux limites des quantités [| X’|, 


PRE, 


1 
LATE) 1e 
n 


3 ; k 2 
DONNER ES ET T OS 


Voici donc déjà les coefficients des puissances les plus élevées dans 
la forme ®, limités au moyen de l’invariant AA,. Et c’est en ce 
moment que nous employons la condition d'irréductibilité de cette 
forme telle qu’elle a été posée plus haut, de manière qu'aucun de 
ces coefficients ne puisse être supposé s’évanouir. N'ayant obtenu 
en effet qu'une limite de leur produit, dans le cas où l’un d'eux 
serait nul, on ne pourrait plus rien conclure sur les autres. Main- 
tenant et à l’aide des valeurs de ces quantités : [X2|, |Y#}, ..., 
nous obüendrons des limites pour les coefficients des autres termes, 
en déduisant des coefficients (1) et (2) la suivante 


P 14 rar 


IXPYr.. US Xe A Yef #.. Ur, 7 


LS = 
[Xe Ya... UI[X*] [Ye] Le [Ur] Ducs one ot 


et remplacant, dans le second membre, ENBACTEE CE PIX el 

et le produit 55,...5,_, par leurs limites supérieures. Il vient ainsi, 
desenant (D; 4, ..., s) le coefficient de XPY2... Us dans la 
puissance (X+Y+...+U): 


1 
ts? Al 1 A ni(n—1) 1 
XPYS Us Xe ivre 7. Ur 2 (pq ss) 
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Nous sommes ainsi parvenu à la proposition annoncée sur la ré- 
duction des formes décomposables en facteurs linéaires, et qui 
nous autorise à donner, aux transformées telles que ®, le nom de 
formes réduites. Mon théorème sur les racines des équations 
algébriques à coefficients entiers complexes en estune conséquence 
immédiate, comme vous allez voir. 
Soit 
Por Qer-t+,,. Re +S—=o 

une équation de cette nature. En désignant ses racines par @, b, 
c, ..., k, lle discriminant, ou déterminant de Gauss, sera le 
nombre entier complexe 


D = P22-0{(a— b}(a— c}2...(k— 1}. 


Cela posé, faisons dépendre de cette équation une forme + à coef- 
ficients entiers complexes, que nous définirons de cette manière : 


o = Pr t(r+ay+atz+...+atlu)(x +by +bz+...+braiu)... 
X(T+liy+lz+...+ lu). 


Nous remarquerons d’abord que, pour cette forme, la quantité A 


est précisément (/D. Soient, en effet, 


A=r+ay+...+a"lu, 


B=x+0y+...+ bu, 


d’après sa définition même, A sera le produit de P2=! multiplié par 
le déterminant relatif au système des facteurs linéaires À, B, .., L. 
Or, on sait que ce déterminant est la fonction alternée égale au 
produit des différences des racines a, b, ..., l, de sorte qu’on a 
bien A—39. Je dis maintenant que les racines de deux équa- 
tons différentes, auxquelles correspondent des formes w, arithmé- 
uquement équivalentes, doivent être regardées comme, présentant 
les mêmes irrationalités. Soient, en effet, 


Port Oeot-1+.. LR +S—o 


P= Pr AR +aY +...+artU)(X +bY+...+ bre 1U)... 
X(X+IY +...+tr1U) 
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une seconde équation, ayant pour racines a, b, ..., {avec la forme 
correspondante. S'il est possible de déduire ® de v, par une sub- 
stitution à coefficients entiers complexes et au déterminantun, € est- 


à-dire d’avoir identiquement TR D, en prenant 


L=aX Hu Y+...+amt-UU, 
y = BX+BY +...+puUU, 


on pourra, en désignant par 44, {», ..., {4 des constantes, poser les 


relations 
T+ay+...+anluzt(X+aY + ..+a mA LA 


DD. or OX PLV ER... + br U), 


D ++. Eu = UX HUIY +... + le tU). 


Or, en effectuant la substitution et désignant pour abréger la fonc- 
. re . . . Ji #1 1 « 1 1 —A 
Lion entière à coefficients entiers complexes CAUSES LUE 


par 0;(»), ces relations donneront 


TO EU (a) OX a Y an LU), 
X6(b)+Y0:(b)+...+ U;_1(0) = t(X +bY +...+ be 1U), 


On en conclura les expressions suivantes des racines «a, b, .... 


PE De , L 











ReRATeS mere) ...) D La) 
O(a) O(a) Ü(a) 
3 0,(0) Ps. 0,:(0) rfra(o) 
Aro es 0(8)° Far More) 
010 2 0:(7) DA 0» 1(/) 
bc GT ah CNT RASE 


et al est visible qu'en partant de la substitution inverse, pour 
déduire © de ®, on arrivera à des expressions toutes semblables 
qui donneront les racines a, b, ..., {, au moyen de «u, b,..., |. 
Nous sommes donc bien autorisé par là à regarder les racines des 
deux équations comme présentant les mêmes irrationalités. 
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Cela posé, considérons l’ensemble des équations de degré n, 
ayant même discriminant, avec la série des formes ©, qui corres- 
pondent à chacune d'elles. Ces formes, en nombre infini, ayant 
toutes le même invariant AA;, à savoir le module du diseriminant, 
seront réductubles à un nombre limité de réduites D. Or, les équa- 
ions, dont les racines pourront présenter des irrationalités dis- 
unctes, seront celles-là seules auxquelles correspondent des formes 
ayant des transformées réduites différentes (!). Elles seront done 
bien essentiellement, comme je l’ai annoncé, en nombre fimi. 


(1) En effet, des formes ayant mème réduite sont arithmétiquement équiva- 
lentes, et il a été expliqué plus haut comment les racines des équations dont 
elles dépendent offrent dès lors les mêmes irrationalités. Voyez au reste, sur cette 
question de l’équivalence des formes décomposables en facteurs linéaires, mon 
premier Mémoire sur la théorie des formes quadratiques (Journal de Crelle, 
t:.47). 


SUR 


L'INVARIABILITÉ DU NOMBRE DES CARRÉS POSITIFS 


ET DES CARRÉS NÉGATIFS DANS LA TRANSFORMATION 
DES POLYNOMES HOMOGÈNES DU SECOND DEGRÉ. 


(Extrait d’une Lettre à M. Borchardt, Journal de Crelle,t.53). 


Paris, ce 24 avril 1856. 


SES Dans le cas où vous le Jugeriez convenable, vous pourriez 
publier la démonstration suivante, du principe découvert par 
Jacobi, et employé par lui à la démonstration des belles formules 
pour les conditions de réalité des racines des équations algé- 
briques, que vous avez données dans votre Mémoire sur l'équation 
à l’aide de laquelle, etc. Rien d’ailleurs n'est plus simple que 
d'établir ce principe que j'énoncerai ainsi : 


Quelque substitution réelle que l’on emploie pour réduire 
un polynome homogène du second degré à une somme de car- 
rés, le nombre des coefficients de ces carrés qui auront un signe 
donné sera toujours le même. 


Supposons, en effet, qu'un polynome homogène du second 
degré f, à n + 1 indéterminées æ, y, ..., e, se réduise à l’expres- 
sion suivante 

f=coti retient, 
en faisant 
d=arto+aritr...+atæ,, 


(1) V=Br+ fait... +, 
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Si l’on donne une seconde substitution également réelle, 


fr=aXo+a Xi +... +Hatmx;, 
(2) de 


p = IX; + lX, +... + lUX,, 
de laquelle résulte la transformation analogue ‘ 
1h — no X$ —+ MX +... .—+ Nn LÀ , 


il s'agit de prouver que le nombre des coefficients e, qui auront + 
un signe donné, sera égal au nombre des coefficients , qui auront 
le même signe. 

À cet effet, et pour fixer les idées, supposons négatifs 65, #,, ..., €; 
et positifs les coefficients suivants : e;,1, €;19, ..., En. Supposons 
aussi QUE no, A1, +, x SOient négatifs, tandis que nx44, Nky2s Ta 
seront positifs. On aura d’abord en égalant entre elles les deux 


expressions de la forme /, 


e PELLE D 2 nl (02 - CE RS @: 
0 T6 + E1T 3 He. EnLn — no X$ + n1 X; En ON LS 10 re 


les variables étant liées par ces équations 


aLo+a dit... .+amwr, = aX+aX;i+...+a"mxX,, 


(3) Bro+ B'as+... + Br, = b Xo+ b'Xi-+...+ bUX,, 
J 


Avant d'aller plus loin, j'observe qu'on pourra toujours les ré- 
soudre par rapport aux indéterminées æ ou X, si l’invariant de f 
est différent de zéro, et si aucune des quantités € et n n’est nulle. 
Soient, en effet, J l’invariant de f, à et d les déterminants relatifs 


aux substitutions (1) et (2); on aura 


o 


£o ©1 + Dos 

Non ++. n = J d?, 
de sorte que d'et 0 ne pourront Jamais être supposés nuls sous 
les conditions admises. 


Cela remarqué, remplaçons #5, %1, ..., æ; d’une part; 7:44, 
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Min. ær dé l'autre, par 


T9 di Ti Ti+1 Ti+o Tn 
ce , 2 6e 3. ——e 


A . EE ata pen DE. 7 
V— - TR V— £] V— Ei Vert Vis Vin 























Remplaçons de même X,, X,,..., Xx par 


“oh x Ki 


= LP rame sure 7 


V— no V—": V— ne 
et Xx41, Xxpos --.) Xn par 











Xx+1 X x+2 Xa . 


’ ... 


; —=; 
va k+1 Vn k+-2 1v#7 n 














puis effectuons, par rapport à ces nouvelles indéterminées, la réso- 
lution des équations (3). On sera par là amené à la relation sui- 
vante 


HELP: RPC re 
TL roots LRU EU) Cire es 1 D 


nt 2 


PA 
LE Er LA 
on NX XXE + XE,, +...-+ X2, 
où l’on pourra supposer 


“Æo = Po Ào + go Xi... + So X». 
æ = Pr Xo + 91 Xi +... + Si Xn, 


(4) 


LTn = PnX0 + InXi+...+ SAR: 


les coefficients étant essentiellement réels. Or, je vais établir l’im- 
possibilité d’une telle relation dès que l’on suppose Æ différent de r. 
Pour fixer les idées j’admettrai que l’on ait £ > r, et j'observerai 
que, parmi les diverses équations auxquelles les coefficients de la 
substitution (4) doivent satisfaire, on voit s'offrir en premier lieu 
celle-ci 

D PUR lie DiDitrlnaee +Pa=—t; 


qui ne pourrait évidemment être vérifiée que pour des valeurs ima- 
ginaires des quantités p, si l’on avait 


Po— 0; PER O; ss) Led: 


Or, on va voir comment de la substitution (4) 1l est possible d’en 
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déduire une nouvelle, qui, transformant le polynome 


3 2 > F8 3 ? | 2 
(5) — LÉ DT ss Di RL UT Pie hat 
en s 

* 7 9 a: 72 r2 1 ge) 7 2 
(6) — X2— Xi... — Xi XXE + Xp... + Xÿ, 


ait encore ses coefficients réels, et de plus présente ce caractère, 
que l’indéterminée X, ait disparu dans les expressions des indéter- 
minées Lo; Lys +.) L_1. Comme on suppose À >> i, À — 1 sera au 
moins égal à z et, les conditions précédemment énoncées se trouvant 
réalisées, notre théorème se trouve par là même démontré. 

À cet effet, nous remarquerons que l’on peut, sans changer le 


polynome (6), y remplacer X, et X, par 

cosoXo—+sinpX,, sinoX,— cosoX, 
et introduire par là un angle arbitraire dans les formules (4), qui 
deviendront 


To = (Po COS + Yo Sino)X5+ (Do Sin® — go cos) X1+..., 


Ti = (pi COS®O + gi Sino)Xo+ (D1 Sino — qi cosp)X1+..., 


Tn = (Pn C0SP + In SIND) X5+ (Pn SIND — In COSD)Xi +... 


Maintenant et quels que soient les coefficients p et g, etc. on 
pourra disposer de cet angle, de manière à avoir 


Po COS® + Qo Sin9 = 0, 


et l’on sera amené à une nouvelle substitution également réelle, 
où l’indéterminée X, aura déjà disparu dans la valeur de +,. Cela 
fait, partons de cette nouvelle substitution pour y introduire de 
nouveau un angle arbitraire, en remplaçant X, et X: par 


cosy Xi+sinoX2, sinpXi— cospX:, 


ce qui se fera encore sans changer le polynome (6). On voit, en 
raisonnant comme tout à l'heure, que l’on pourra annuler le coef- 
ficient de X, dans l'expression de z,. Or, des calculs analogues 
pourront être continués, Jusqu'à ce que l’on soit amené à rem- 


placer X4_, et Xz par 


cosoXx + sinpXx, sinoXx_1— cos Xx, 
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et, en dernière analyse, on voit que de la substitution (4) on aura 
déduit, par des opérations toujours. possibles, une substitution 
réelle dans laquelle X,, X,, ..., Xz_, auront disparu de l’expres- 
sion de l’indéterminée æ,. Ce premier point établi, nous concevons 
qu'on répète, en raisonnant sur l’indéterminée suivante +,, des 
opérations toutes semblables, mais en se bornant à faire dispa- 
raitre de proche en proche, dans l'expression de cette indéter- 
minée, les coefficients de X,, X,,...,X%_2. On n'aura ainsi besoin 
d'introduire dans les substitutions successives que les indétermi- 
nées X5, X,,..., Xx_,, de sorte que, ces calculs faits, on ne verra, 
reparaître dans la valeur de x, aucune des indéterminées qui en 
ont déjà été éliminées. Cela posé, il est clair qu’en raisonnant 
d’une manière analogue successivement sur %», #3, etc., on sera 
en dernier lieu conduit à faire disparaitre la seule indéterminée X5, 
de la valeur de æx_,. Elle ne se trouvera point d’ailleurs dans les 
indétérminées précédentes T2, Lxs, -.., Lo, et de la sorte on 
sera parvenu à une dernière substitution, conséquence de la subsu- 
tution (4), transformant encore le polynome (5) dans le poly- 
nome (6) et qui tombe dans le cas indiqué plus haut, où il est 
manifestement impossible que les coefficients soient des quantités 
réelles. 


H. — I, 28 





SUR 


LES FORMES CUBIQUES A DEUX INDÉTERMINÉES,. 


Quarterly Journal of pure and applied Mathematics, t. 1, 18537. 





Dans mon Mémoire Sur l’éntroduction des variables continues 
dans la théorie des nombres (Journal de M. Crelle, 1.41) (1), j'a 
fondé la réduction arithmétique des formes cubiques sur la consi- 
dération de certaines formes quadratiques, fonctions rationnelles 
des racines de ces formes, et qui jouissent de propriétés singu- 
lières, que je vais indiquer en peu de mots. 


Soit la forme cubiq ue proposée 
f =\A, B/B', Aj(x; y} = A(z Rey) Pre vire 


Suivant que les racines seront Loutes réelles, ou que l’une d’elles 
le sera seulement et, par exemple, $ et y étant imaginaires conju- 
» ei O J 


guées, ces formes seront 





ou) NE er nn Am un) en de 
Cr 
(2) A(æ— ay} +aou(x — 8By)(x —Yy), 


À, , v étant des constantes arbitraires. Ce sont là du moins les 
expressions telles qu'elles sont envisagées dans le Mémoire cité 
précédemment. Mais pour ce que Je vais avoir à dire, je modifierai 
ces expressions de la manière suivante, en considérant au lieu de 
la forme quadratique (1) 


ATTA(B— y) (x — ay) + pa — y) (x — By) + va — B}(x —yyY]= £&, 





(1!) Voir p. 164 de ce Volume, ER 
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et, au lieu de la forme (2), 
A[— (8 — vx — ay} +ap(a—Pj(a—y)(x —$By)(x —vr)1= 2. 


Il est aisé de voir que l’on arrive ainsi à obtenir deux covariants 
de la forme proposée, quels que soient À, 1, v. Cela posé, soit 


F = (A, 8, D, C')(x, yY—A(x—ay)(x —by)(x —cy), 
en prenant 


À ——A?2A'—2B3 - 3 ABB", ÿ — — B2B'— AA'B + 2AB'?, 
A — A?A +2B'3— 3A'BB, ÿ'— B'2B - AA'B'— 2A'B?, 


de sorte que F soit le covariant cubique de f. Or, pour concevoir 
deux formes quadratiques, G et H, composées avec F, comme g 
et 2 le sont respectivement avec f, ces formes seront 


A[/(b—c)(x — ay)? + ma — c}(x — by} + n(a — b}(x — cy}| = G 


et 
M[—/(b—c}(x—- ay} +—2am(a—b)(a—c)(x—cy)| = MH; 


or, elles jouissent de cette propriété singulière que l’on aura 
18 CRE 
où A est l’invariant de la forme proposée f, en prenant 


> 











bL——}\+=(1—+Eu—+ v), 
UE EN) 
DR 
RE ver Aa ES ET ET 
2» : 
n Sn ne and E 
Do HA, 
en faisant 
— À} +4 
L'— ERA 
e J 
+2 À— pu 
It — de — 
d 


Ces formules donnent d’ailleurs 


Em + In + mn = bp + À + pv, 


m?+ 2m =p?+92}1. 
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Parmi les nombreuses conséquences arithmétiques qui résultent 
de là, je me bornerai à indiquer les suivantes : 


Supposons À=u—Y=1, les équations donneront /=m=n—1; 
or, dans ces hypothèses, les formes quadratiques g et L jouissent 
de cette propriété qu’en effectuant, dans la proposée f, la substitu- 
tion propre à réduire g, ou la substitution propre à réduire , 
suivant que les racines %, $, ÿ seront toutes réelles ou non, les 
transformées obtenues seront des formes réduites, dans le sens 
propre aux formes cubiques. Or, les formes G et H étant, dans le 
cas où nous nous placons, respectivement proportionnelles à g 
et, on voit que l’on aura à employer précisément la même subsu- 
tution pour réduire une forme cubique donnée f et son cova- 
riant F. 

En d’autres termes, on peut également dire qu'une forme 
donnée cubique et son covariant cubique sont toujours simultané- 
ment de formes réduites ou non réduites, propriété remarquable 
et qui ne se retrouve pas dans la théorie des formes quadratiques 
ternaires, où les adjointes des formes réduites ne le sont pas elles- 


mêmes en général. 





LETTRE A CAYLEY 


SUR LES FORMES CUBIQUES. 


Quarterly Journal of pure and applied Mathematics, 1. 1, 1853. 
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Samedi, 3 mars. 
Mon cher Monsieur, 


Dans un Mémoire que j'ai adressé il ÿ a bientôt un an à M. Crelle, 
J'ai annoncé des recherches sur la théorie dont vous vous êtes vous- 
même occupé et cette recherche doit faire suite à un Mémoire 
publié dans le Tome 41, dans lequel vous pouvez voir, sur la du- 
plication de la forme 


er ac, = (bc — ad), c’— bd i(x, y}, 


des calculs qui ne sont pas sans analogie avec ceux que vous me 
communiquez (!). Voici le principe de ces recherches : 


Soient la forme proposée f — (a, b, c, d)(x, y}, © le covariant 
ci-dessus (p, qg, r)(x, y}?, p=b?— ac, 2q =bc—ad,r—=c—bd, 


et F le covariant cubique 
P=(A,B; 0, D(x, y}=. (axt+obrzy+cy!)(gx +ry) 
—(bat+o2cxy + dy?)(px+qy); 
on a ce théorème algébrique : 


L'expression la plus générale des formes cubiques ayant le 
méme covartant quadratique 9 est 


F=if+ur, 


(1) Cette Lettre répond à une Lettre de Cayley insérée aussi dans le Tome I du 
Quarterly Journal. EP: 
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tet u satisfaisant à l’équation 


2— Au?=1, A = q?— pr. 


Cela posé, et introduisant une division en ordres des formes 
cubiques, basée sur la division en ordres des formes quadra- 
tiques v, j'établis ce lemme : 


Si appartient à l’ordre P.P.,tetu devront être entiers pour 
que les coefficients de K soient entiers comme ceux de la pro- 
posée. 

Voici la démonstration : 


SOU UA; DD) (PA) AO 


a—=at+ Au, b—bt+Bu, c = ct + Cu. d=d+Du, 
ad—bc—+cb— da—Ss Au, 
aD — BC + cD — dA — 4 At, 


donc 8 Au, 4 At sont entiers. 
Je joins ensuite à l’équation 


a dr TA 
celle-ci 





qa—pb—=At+aAu; 


il en résulte, pour dénominateur commun de £ et w, 
A2— a? À = pi. 


Or, on peut supposer que l’on raisonne sur f, ou une trans- 
formée de f, telle que le coefficient p du covariant © soit premier 
à À et impair, comme le fait souvent Dirichlet. Trouvant donc 
4 Ai — entier, p®t — entier, je multiplie par À et x pris tels que 
4 Ak + piu —1 et j'ajoute, etc.; de même pour uw. 

Voici donc, si A est positif, une infinité de formes à coefficients 
enters, qui ont un même covariant ©, à savoir les formes 


F=tif+ur, 
Let u satisfaisant à l'équation t2— Au? — 1. 


Or, je fais dans F cette substitution 


(1) ( non” / PASS | T2— AU? = 1, 


\ÈE 
Üy=—pUz+(T—-qU)y\ 


= 
[#2] 
© 
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creon écrivant pour abréger 
(t+ u YA)(T + U VA) = t + u VA, 


Je trouve pour résultant 
tf+urF; 


d’où je conclus aisément que toutes les formes 4f + uF, qui 
correspondent aux solutions en nombre infini de léqua- 
Uuon {?— Au?—1, se ramènent, par la substitution dont il s’agit, 
à celles où (e + VA) est une puissance moindre que 3, de la 
solution fondamentale + + vA. Voici donc seulement les formes 
non équivalentes qui donnent le même covariant o : 


[. je 
nie rf—+vF, 
TT. (<2+ An) f + om. 


Je les dis non équivalentes, car, s’il y a un moyen de les trans- 
former l’une dans l’autre, comme elles ont toutes même covariant 
quadratique ©, ce ne pourra être qu’en employant les substitutions 
qui changent © en lui-même, c’est-à-dire les substitutions déjà 
considérées (1) et dont on a vu l'effet. 

Le cas où le coefficient g est impair me semble pouvoir se traiter 
de même ; mais, occupé en ce moment d’une autre recherche, je ne 
me sens pas le courage nécessaire pour l’entreprendre. 


* Recevez, Monsieur, l'assurance des sentiments de 
votre très dévoué 


LOUE 


PES" Ney a-t-1l pas quelque chose à compléter dans cette parue 
de votre méthode où vous dites : « ... ayant trouvé 


(A, — B, C)(E, n}= (A, —B, C)(&,n1}, 


ue . a . . . AT e 
ce qui implique que &, et nn, sotent des fonctions linéaires 


de £,n » (!). Pourquoi? 








(1) Quarterly Journal, t. I, 1857, p. 86. 


so 





EXTRAIT D'UNE LETTRE A SYLVESTER 


SUR LES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION ax + by = n. 


Quarterly Journal of pure and applied Mathematics, t. 1, 1857. 


Je vous renouvelle, et avec plus d'instance, la demande que je 
vous faisais dans ma dernière lettre, de me parler en détail de 
votre découverte du nombre des solutions entières et positives de 
l'équation 

atx+by+csz3+...=n. 


L'intérêt que vous me marquez avoir pris à cette question ma 
engagé à m'en occuper, et sans être sorti Jusqu'à présent du cas si 
simple de l'équation ax + by = n, j'en ai vu assez pour être con- 
vaincu qu'elle est effectivement très digne d’attention. En attendant 
que vous me communiquiez vos formules générales, voici de mon 
côté ce que J'ai rencontré. Me proposant d’abord de déterminer 
par une méthode directe le système complet des solutions entières 
et positives de l'équation ax + by = n (où a et b sont positifs et 
sans diviseurs communs) j’opère comme 1l suit. Je remarque, en 
premier lieu, qu’on a 
GLEN, by < n, 
ce qui conduit à faire 


 TATLA LP E) TL TO . 
[: (5) E (3) étant les plus grands nombres entiers contenus dans 


LOT re RUE / % À : 
de et les nouvelles indéterminées x’ et Y devant être néces- 


satrement positives, comme les premières x et y. 
Subsütuant et faisant, pour abréger, 


TE n 
n— a E(F)=« n—bE()= 8 
a 


9. et $ étant positifs et respectivement moindres que a et b, …1l 
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vient la transformée 


ax'+by'=n—-ax—68—n, 


où » est remplacé par n', quantité plus petite, mais certainement 
positive, car autrement la proposée ne serait pas résoluble dans le 
sens que nous entendons. Continuons en faisant 


L . ’ 


on aura cette nouvelle transformée 


ax"+ by"=n— 1 — CET 


Répétant les mêmes opérations, et posant d'une manière géné- 
rale 


PRET È 
. HEC k : NA ; 
A let : M (7) 9" # 


ni\ | . {ni 
ni au (ee + Ga n—bE(T)= 60 
a 
nt AUS GE — ni+i, 
on aura la transformée du rang © +1 
axiti + byiti — niti, 


dont les indéterminées sont liées aux indéterminées primitives par 
les relations 


n° OIL Nine Fe ni ER 
=E(:) = (E)+ fe) CE(e)- ne LE 

n CORTE ne ni ne 
a a) 2e EU MER AU EM PAT) RU MERS) me RE Nr rt El 
y=E() E (7) - (5) ET YE(S) (—oiyis, 


sorte de développement en suite convergente, puisque les nombres 
n, n,n",... vont toujours en décroissant. Mais ces nombres, si la 
proposée est effectivement soluble, sont positifs et ne peuvent 
diminuer indéfiniment; ainsi, après un nombre fini d'opérations, on 
en trouvera nécessairement deux conséculifs, n° et n*1 par 
exemple, égaux entre eux. Or cela entraîne «+ f$i—o et, par 
suite, &— 0, $— 0, puisque toutes les quantités « et 6 sont posi- 
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È A 
7e ax (= )= oE(T); 


c’est-à-dire que n° est un multiple de ab, a et b étant premiers 


uves; 1l s'ensuit que 


entre eux par hypothèse. Soit n= w ab; la transformée de rang & 
(qui se reproduirait identiquement dans les opérations, si on les 
continuait) aura cette forme 


axi+ byi= wab, 
qui montre que l’on doit faire 
Œ = UE, Vi an, 


où £ et n sont des entiers et satisfont à la relation 


Voici donc les expressions analytiques de toutes les solutions 
entières et positives de l’équation proposée, 


nee 1: NOTET OU We & 
(ES) al dt 1 2 
«a «a 


ge PAT n” A D LT. ï 
lr=8(5)-E(S)+r(e) = ; (— } E() + (an, 


en attribuant à & et n les w + 1 systèmes de valeurs qui satisfont 








à la condition £+n—uw. Cest bien évident, car la totalité des 
solutions (entières et positives) d’une transformée du rang quel- 
conque £ s'obtient par les formules ci-dessus 


«a 


\ 


ANEETAECrLE RS NES 
ci E() ais '=E(r)—rt, 


où æ#1 et y doivent être des solutions positives de la trans- 
formée suivante, et toutes celles-ci doivent être employées sans 
exception, aucune d'elles ne pouvant conduire à des valeurs 
négatives pour zt et yt, car elles ont respectivement pour limites 


ni+i ni+1 È 
E , d ? 
Cr der) 


nÜi+1) 1 2] 1? 


supérieures 








et l’on a 


Les expressions (A) me semblent d’un calcul arithmétique plus 
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facile que celles que l’on tirerait de la méthode si connue d’Euler 
ou de Lagrange. Au fond, cette méthode revient à joindre à l’équa- 
tion proposée ax + by = n, une autre ax + b'y—=t;t étant une 
nouvelle indéterminée, a! et b' étant déduits par les fractions con- 
uinues de & et b, de manière que ab'— ba'— 1. De ces deux équa- 


ons on tre 
æ = nb'— bt, Y = at — na, 


el 1l faudrait en dernier lieu déterminer les valeurs de £ qui rendent 
æ et y positifs. Mais j'en viens à la détermination de w; je me 
fonde à cet effet sur cette remarque très simple, qu’en appliquant 
ma méthode à l'équation ax + by =N,oùN=n+kab, k étant 
un nombre entier, on trouve la série N’, N”, ..., correspondant 


PA ide sorte quel'ôn a 


parfaitement à la série des nombres #/, ñ 
toujours 
N'= n'+ kab, N'= n"+ Kkab, Ctoa 


Ainsi, lorsque l’on sera parvenu à la limite des opérations, c’est- 
à-dire lorsque n°= wab, Né sera (w + Æ)ab; le nombre des solu- 
lions entières et positives de la nouvelle équation est donc égal au 
nombre des solutions de la première, augmenté de k. Cela posé, 


FR $ n k 
désignons par w le plus grand entier contenu dans pe et faisons 


n—wab+y, w sera évidemment égal à © plus le nombre des 





solutions de équation ax + by — y. Mais si cette équation est 
possible, comme y est inférieur à «ab, l'application de ma méthode 
conduira pour dernière transformée à En 0: qui n'admet 


qu'une seule solution, 0 1-0: ANSlO—w OU T-E1, Suivant 





que l'équation ax + by —; est impossible, ou possible, en 
nombres entiers et positifs. 


Bain-de-Bretagne, 12 juin. 





SUR LA THÉORIE 


DE LA 


TRANSFORMATION DES FONCTIONS ABÉLIENNES 





PA 


= pe 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XL, 1855. 


En représentant par ox un polynome du cinquième pu du sixième 
degré en x, et posant 


Dee Ve : 


[SE ns MAS OR, 
Vo LT 7, Voy { 











on sait, par les travaux de Güpel et de M. Rosenhain, que æ + y 
et æy s'expriment par des fractions dont le numérateur et le déno- 
minateur sont des fonctions des arguments w et 6, qui ont une va- 
leur unique et finie pour toutes les valeurs finies réelles ou imagi- 
naires de ces arguments. Ces illustres géomètres ont en même temps 
donné, sous une forme analogue, l’expression analytique de treize 
autres fonctions de « et de 6 qui dépendent algébriquement, mais 
d’une manière irrationnelle, des deux premières. Comme elles sont 
aussi à sens unique pour toutes les valeurs finies des arguments, il 
est impossible de ne pas les conserver dans le calcul, et le système 
complet des quinze fonctions se présente dans l’étude des trans- 
cendantes abéliennes du premier ordre, comme sinamu, cosamu 
et Aamu dans la théorie des transcendantes elliptiques. Je dési- 
gnerai ces quinze fonctions par f,(u,v), fa(u,v), ..., fis(u, ©), 
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et par /(u, e) l’une quelconque d’entre elles. Semblablement, je 
nommerai F,(u,v), F:(u,6),..., F,;(u,e) les fonctions de même 
nature auxquelles on parviendrait en prenant pour point de dé- 
part les équations 


! + 
a + br “il GATE den OV 
LL Ar + —— dy = u, 
Je Vy T Voy te 


nX S >) 
2} im ou © V4 7 ACT Ô 
fl —— dx + 1e Fur dx = v. 
0 Vy T D Var 


Jo 


(2) 


où 4, 5, y, 0 sont des constantes et 4x un polynome du cinquième 
ou du sixième degré en +. Maintenant je poserai, comme 1l suit, 
le problème de la transformation des fonctions abéliennes du pre e= 
mier ordre : 


Le polynome ox étant donné, déterminer les coefficients 
de dx et les constantes «, $, V à, de telle sorte que les quinze 
fonctions F(u, e) puissent s'exprimer rationnellement par les 
quinze fonctions f(u,6). 


IL. 


On sait que les foncuons symétriques rationnelles de x et y, dé- 
| J Î J' 
finies comme fonctions de & et 6 par les équations (1), possèdent 

Ï Î »F 
quatre paires de périodes simultanées, et que ces périodes, ou au 
moins leurs doubles, appartiennent aux quinze fonctions f(u, e). 
Ainsi, en désignant par les lettres w et v les indices simultanés de 
périodicité, on aura quatre relations de cette forme 


SU + wo, 8 +0) = f(u, v), 
Ju + uw, v+vui)=f(u, v}, 
SU + we, F6 +) = /f(u, +), 
Ju +uws, P+ vs) = fu, +). 
Mais il existe entre ces périodes, telles qu'on les tire du calcul in- 
tégral, une liaison exprimée par l'équation suivante : 
(53 W9 23 — W309 + Wy9%2 — Wa91 = 0. 
Et si l’on nomme Q; et Y'; les quantités analogues à w; et v;, dans 


les fonctions F(uw, ), on aura de même 


(4) Q,Y3 — Q3V0 ON eND VEN 
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Cela posé, si l’on demande que les fonctions F(w, ») s'expriment 
rationnellement par les fonctions f(u,v), 1l faudra évidemment 
que les périodes simultanées w; et v; appartiennent à F, et soient, 
par suite, des sommes de multiples entiers des périodes Q; et Y';. 
On devra donc avoir ces relations linéaires à coefficients entiers, 
SaVOIr : 
Op = do Qo + M Qi+ dt Q+ 4303, Vo = dl o + M Vi+ dolo + A3, 
O1 = 06 00 + 01 Q1+ br + 6303, di = Bo Yo + Di Yi+ br Yo + by, 
Wo = CoQ + Ci Qi+ CaQ2 + C3 Où, Va = Co Yo + C1 Vi+ Co Vo + C3 V3, 


O3 — dy Qo + di Qi + de O2 + d3Q3, V3 —= do Yo + d, Yi+ d2Y2 + dsVY3. 


(5) 


Mais, à cause des relations (3) et (4), on voit que les nombres en- 
uers qui composent le système linéaire 

do A1 A2 3 

bo O1 br ds 


Co C1 C2 C3 


dy di dr d; 


(6) 


ne sont pas entièrement arbitraires. L'étude arithmétique des pro- 
priétés de ces systèmes particuliers de seize lettres, qui vient ainsi 
s'offrir, a été le point de départ de mes recherches et m’a donné 


les résultats suivants. 
III. 


En premier lieu, et pour satisfaire à la relation 
Wp93 —— Way —— W 192 — W201 = O, 
sous la condition 
O5 Vs = Q3 Yo —- Q; Yo — Q, Y' — à, 
il faut poser les équations (!) 
do di + boCi — Cobi — dy ai = 0, 
do da + Do C2 — Co 02 — dyaz = 0, 
(7) { &o dz nm Boca — Co 03 — di az == di de + Dic>— Cci03— d, Œ), 
&i da A5 bics—Cc103— dia; — O, 


A d3 + Vo C3 — C203 — da OS 








(') M. Hermite suppose,ici implicitement que les fonctions abéliennes sont 
generales. Il le dit d’ailleurs explicitement au $ XIV. Et: 
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Ü 
” 


sJ 


_ 
— 


Faisons 
&o ds —- Docs — Co O3 — do az ee di da —+ bic: — C102 —— d, Aloe —= ke 
on aura les propositions suivantes : 


1° Le déterminant de système linéaire (6) est un carré parfait, 
à savoir Æ?. 


2° Si deux systèmes linéaires sont soumis aux conditions (5), on 
obtuendra, en les composant, un nouveau système linéaire, pour 
lequel elles auront également lieu. Et en exprimant la relation de 
composition par l'équation 


Ag Ar A2 3 \ / LOC! U> A3 \ / À A; A» À3 
bo bi D D; | Bo en Da L3 | B, B, B> B; 

6 X PAS | 1 A 5 
En Cr Ca C3 | NÉS € d'OS ER Co Ci C2 GC | 
d, d' da d; ] Ô0 ne ds Ô3 } D, D; D, D; ) 


on trouvera, si l’on pose comme précédemment, 


&o dz AE bo CC 0 Dz — d, A3 —= d = b: Cote C] D ee d,; As — LS 








NS À x s nu N DE x N LR 
do 03 + Po V3 Yo Bs — 00 A3 = 1 da + Pi V2 fa Pe — di do =», 


A5 D; + B, C3 — Co B3 — DA: A Do + B1 Co — C1 B2 — D, A: — K, 


l'équation 
K = +. 


3° Six —1, on aura donc K = #; alors je définirai comme équi- 
valents les systèmes 


dit Al de 3 ADM AGNIAS" AG d 
bn 0705 2-b; | BED nb: 
PAT "| AT RG Cut 
do di d dd, DURE De 210: 


Cela posé, lorsque Æ est premier, le nombre total des systèmes non 
équivalents est 
I+A+A?+ 7, 


4° Ces systèmes non équivalents sont représentés par ces quatre 
types, où les lettres £ désignent des nombres entiers arbitrairement 
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pris dans la série 0, 1,2, 2, #7: 


[000 [000 EPL 0 Pr k°0 ve 

01:00 Or AE Et OUTO ND 0 AE 
Ï TI LT FE 

00 20 0 010 O0 RAT 00-160 

DO OLA D OLO 00 011 00 oui 


5° A l’un quelconque d’entre eux correspond toujours un autre, 
et un seul, tel qu’en les composant, on obtienne le système 


FO OL 


ONU 
ou un système équivalent à celui-là. 


OADOTE 
COCO CR QT 
bo b, Ds D3 
Co C1 Co C3 


di di ds ds 
un nouveau système linéaire, pour lequel on ait 
ao d3 EE bocs — Co P3 Le do az = ai do Fr b, C2 NE) ba = di a» = !. 


On pourra représenter dans toute leur généralité les systèmes 
correspondant à un nombre premier #, en faisant, et dans l’ordre 
qui est indiqué, la composition suivante : 


ANA Fe As ÆtoNCo rt 0 A1 MR AS 
bo D, bo D, O k O0 Do B1 02 03 
X X 
Co Ci] Co C3 OO J O sk CEA 2 T 3 

n n n N 
do d, do d; OMÆ0O0 1 On 91 09 03 


Les propositions que je viens d’énoncer montrent avec évidence 
que les systèmes linéaires composés de seize éléments assujettis à 
vérifier les équations (5), sont entièrement analogues aux systèmes 
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ET , a FES el Lol $ 
linéaires à quatre lettres ATEN (1). Les considérations suivantes 


«a 

| bo bi 
rendront cette analogie encore plus manifeste. Je rappellera 
d’abord ce que M. Gauss nomme substitution adjointe à une 
substitution donnée. Soit, par exemple, la substitution S, entre 
quatre indétermintes 

= dXÂ+aY+az + az, 

DIN DAV DLL PU: 

3 = CoX+0YŸ+cZ+c;U, 

u= diX+dY+d2+d;U. 


et A le déterminant du système 
Der Phare PE RE 2 
| RE re NE 
Cnhetries cs )le 
ARNO Co Aé 


la substitution E adjointe à S sera 


a — 
= DT VI + TU 
= Ti+T + T3 EU, 
= 7 + 27 _. TU 


Mais c’est seulement en vue de la théorie des formes quadratiques 
à plus de deux indéterminées que M. Gauss introduit cette notion, 
car une substitution entre deux indéterminées étant 


æ = &oX + a Ÿ, 
Ve bX + 0; LR 





(:) Voyez sur les systèmes linéaires une Lettre que m'a adressée M. Eisenstein 
(Journal de M. Liouville, t. XVIT), et dans les Comptes rendus de l'Académie 
de Berlin (juin 1852), un article du mème géomètre, intitulé : Uber die verglei- 
chung von solchen ternären quadratischen Formen, velche verschiedene de 
terminanten haben. » 

H., — I. 2y 
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on obüent, pour la substitution adjointe, 


t= 0,2 — Bb, 


P=— «a X + ao, 
et il est visible qu'on passe de la première à la seconde en faisant 


TX — 1, Ce — Ÿ, 
Re TN ET 


Or une propriété toute semblable appartient aux substitutions 
à quatre indéterminées, dont les coefficients vérifient les équa- 
uons (7). Alors, en ellet, la substitution adjointe Y se déduit de S 
en faisant 

æ =, AR BY, Lier, 


X ZÆU, DAY IT EN ES TO CPR 


Ce résultat découle de ce qu’on peut remplacer le système des 
équations (5) par le suivant : 

do 03 = (li O3 — &20, == a30, — 0, 

op C3 + A1Co — A2C1 — A3C9o = 0, 

@o d3 + 1 di — a di — az do = K, 

Docs + 0102 — bacs — b3co = K, 

A A PE AU 


Co d3 + C1 de — Co dy — C3 dy = 0, 


qui lui est entièrement équivalent. 


V. 


Un dernier lemme nous reste encore à établir avant d'aborder la 
théorie de la transformation des fonctions abéliennes. Soit 


1e di jLiTj 


l’expression générale d’une forme à quatre indéterminées, les coef- 
ficients vérifiant la relation &; ;j = a;,; et le signe © s'étendant 


aux valeurs 0, 1, 2, 3 des deux indices. En établissant entre les 
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= 
St 
_ 


coefficients de cette forme les équations suivantes : 


Apo Les — fa = Ay1Go9 — AÂo;, 

oo 23 + 22 doi — 0293 + Ai2) — 0, 

di d2s + Ass doi — d3( M2 + os) = 0, 

oo d13 — 11 Mo2 + Mo (12 — Ag3) = 0) 

A2 A 33 — A33 Aya — 23 (Aj2 — oz) = 0; 
elle jouira de cette propriété que, la forme adjointe étant désignée 
par 

£$(%X; XF, 2, X:), 

on aura 

f(To; TV, Lo; T3) 7 £(X, KE X. EVE 
en faisant 


To = VO 43, Na rx = — Vo Xi, T3 = — V9 Xv. 
La quantité à est donnée par la relation 


9 x J 
oo A3 + doi ag — Ap2 13 — AË 3 = A1 M2 + Ao1 M3 — po 13 — fa = 


O7 


el son carré est précisément l’invariant de f. 
De là résulte facilement la proposition suivante : Soit 
= D Ai, iX:X ; 


une transformée de f, obtenue par la substitution linéaire 


To = do Xo + di Xi + No + a3N3, 
æ1 = Do Xo + bi Xi + 2 Xo + b3 X3, 
La = Co Xo + Ci Xi + Co No + C3 N3, 
La = do Xo + di Xi + diX2 + d3X3, 


dont les éléments vérifient les équations (7), les coefficients À; ; 
seront soumis aux mêmes conditions que ceux de la proposée. 
Ainsi, on aura 
À 00 À 33 — À $3 = Ay1A22 — Af;, 
A 50123 + A 29 À01 — Ào2(À0s + À12) = 0, 
A1 03 + A 33 À 01 — A13(A19 + 03) = 0, 
A 50113 — A 1102 + Ao1( A9 — Ao3) = 0, 


A 99 A3 — A3 À 62 — À 23(A 0 . A3) = 0, 


. 
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et enfin, si l'on pose 
A 50 À 33 + A 01 À 93 — À 02 ÀA13 — A2S = À 11 À 29 + A1 Ao3 — A 52 A 13 — AS = À, 


on obtiendra 


Ce résultat montre qu’on peut isoler en quelque sorte les formes f 
des formes générales à quatre indélerminées, pour les comparer 
entre elles par les substitutions spéciales que nous avons définies. 
On pourra ainsi se poser sous ce point de vue le problème de l’équi- 
valence arithmétique de ces formes, établir la notion de classe, re- 
chercher les rapports entre les classes distinctes qui correspondent 
à une même valeur de à. Dans un Mémoire publié dans le Journal 
de Crelle, tome 47, page 345, j'ai déjà donné un exemple d’une 
théorie arithmétique conçue de cette manière, et qui se rapporte à 
des formes à quatre indéterminées d’une nature analogue à celle 
des formes binaires. Mais 1l me suffit ic1 d’avoir donné la notion 
des formes f, dont on va voir le rôle important dans la théorie des 
foncuons abéliennes. 


VL. 


Les propriétés des fonctions de deux arguments analogues à la 
transcendante 6, que Jacobi a introduite dans la théorie des fonc- 
tions elliptiques, étant la base de nos recherches, il est nécessaire 
que nous les rappelions en peu de mots. 

Soit d’abord 

F(%Tr+Q:7, VoT+Y17)=#(x, 7), 


en ayant égard à la relation 


Q; Y3 — 23 Yo + Qi) + Q ik — O, 


on trouvera qu'aux périodes simultanées de F, représentées par 


40) Vo, 
D? Y4s 
OPA A Pr 
O3, Vs; 


—_» 
[ea 
e, 2 
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périodes 
UP ED: 
0, I, 
HONC 
RAC 
A s N y L Ù LD 
où l’on fait, pour abréger, 
O3: Yi, —Q,Y O2 Yy — Qi) (RS me re FQ à 
(or EL | il ss He ee tte AR Pas. st 


Cela posé, désignons par D(x, y) la forme quadratique 


Gx? + 2H xy + G'y?, 
et Soil 


(8) O(x, y) = ù (— 1)29+np einlem+pe+(2n+v)yl+ ind tem+p,2a+v) : 


la sommation s'étendant à toutes les valeurs entières de m et n, 
depuis — © à +. En attribuant aux quantités p, q, 4, y toutes 
les combinaisons possibles des valeurs o et 1, on obtiendra les 
seize fonctions par lesquelles Güpel et M. Rosenhain ont exprimé les 
numérateurs et le dénominateur commun de £,(xæ, y), $:(æ,7),..., 
$,,(x,7). Ces fonctions, que nous réunirons dans une même forme 
analytique, en gardant les quantités p, q, 4, v, vérifient, comme 
on le reconnait très facilement, les relations suivantes : 


Le CS 2 EN Cut D AT CA QT 
OX, Y+1)=(—1)"0(>, y), 
O(r+H,y+G)=(—1)}28(x, y)e-in?r+6), 
O(x+G, Yy+H) =(—11708(x, y)e-irx+G), 


(9) 


Et, réciproquement, ces relations déterminent la série (8), sauf un 
facteur constant; qu’on suppose, en effet, 


O(r, y) = ÿ Am n(—1)"9+nP einlm+pa+(2n+v)yl+ fin (2mtp,2n+v), 


= 


on trouvera, en substituant, que les deux premières sont satis- 
faites, quel que soit À, ,, et les deux dernières donneront, en éga- 
lant dans les deux membres les coefficients des mêmes exponen- 


uelles, 
A m,n+1 — Am ,n ; 


À m+1,n — Ann; 


d’où 1l suit bien que le coefficient À, , est un facteur constant. 
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La forme que nous avons donnée à la série (8) met également 
en évidence la relation 


\ 


Gr H + vG'+ 
+ ET, re L 


 — 


(19 ) O(r. y) — eir(ux+vy)+ Lin (u,v) 6, (x 


en appelant pour un instant 6, celle des seize fonctions dans 12 
quelle p, g, d, v sont tous égaux à zéro. On voit par là qu’en aug- 
mentant les arguments de demi-périodes, on peut aussi exprimer 
les seize fonctions par l’une quelconque d’entre elles. 

Enfin nous aurons cette propriété 


(11) O(—x, —y)—=(--1)P"+I468(x, y), 
d’où résulte que les fonctions impaires correspondront aux valeurs 
de p, q, 4, y, qui donneront 

P'+qgu=t (mod 2). 
Ces fonctions, comme l'a déjà remarqué Güpel, sont au nombre 
de six. 


VIL. 


Ces préliminaires établis, nous aborderons, comme il suit, le 
problème de la transformation. 
Soit, en conservant les notations du $ II, 


&o di > A3 


bo Di O2: ds 
Cy TÉTONCIR ES 
do d, da da . 


un système linéaire, dont les éléments sont des nombres entiers 
qui vérifient les équations 

aodi + boci — Cobi — da; = 0, 

do de + Do C2 — Code — dyGs = 0, 

@o d3 + bocs — Cob3— dyaz3= K, 

ai di bica—Ccibs— dits = Kk, 

&1 d3+ b1cC3— C,03 — das = 0, 


QG l3 + bic3 — C2 03 — doa3 — O. 


Pour abréger l'écriture, représentons un instant par 3; la fonc- 
Uion linéaire a;x + b;y, à désignant l’un des nombres 0, 1, 2, 8, 


(16) 


=. 
SA 
Ut 


TRANSFORMATION DES FONCTIONS ABÉLIENNES. 


el posons 


(12) 8(20+ G 23 H Z2, 3] — H 33 + (533) EiRlzo3s +212 + D (33,2) = U(zxz,Y); 


on aura ce théorème : 
La fonction H(x,y)satisfait à ces équations de même forme 
que les équations (9), savoir : 
{ I(r+1,)7) es NIET), 
| Hz, y +1) CR CAHOUMIFÉE AA 
H(t+h,y+g)=(—1) (x, y) e-ir@rte", 
LUC +8,7 +4) =(nil(z, pjerfriirre, 
et si l’on représente, pour simplifier, les quantités aib;— ab, 
DC, .., pari(ab};;, (ach;;, etc.,.les.valeurs de g, h, g! 
et de hR?— gg" seront 
(db) + (db}u G + 2(db)o3 H + (db)oo G'+ (db) (H2 — GG) 


| PR A 
ee (abs —- (ab)31 G —- >(ab)o3 H RS (ab) 9 G'+ (ab )13(H2—-GG') ; 
Pa. (ad) +(ad);1G + [2(ad )o3 — A]H + (ad)s2 G'+(ad)13(H2— GG) 
k (ab)o1 + (ab)31 G + 2(ab),3H + (ab)92 G'+ (ab )23 (H2 — GG) 
, _ (aC)oi + (ac)s1 G + 2(ac)y3 H + (ac) 2 G'+ (ac)23 (H? — GG) 
eue (ab) + (ab)31 G + 2(ab)93 H + (ab),2G'+ (ab)23 (H? — GG) à 
Pa er (cd oi + (cd )31G + 2(cd)5 H + (cd)02 G'+ (cd )23 (A? — GG) 
ee (ab )s1 Si (ab)31 G + 2(ab),3 H -- (ab )o2 G'+ (ab )23(H2— GG) 
On aura enfin, pour les nombres entiers M, n, p, 4, les ex- 
pressions 
| M=—= A+ VA + Par + {A3 + lo 3 + A1), 
(15) n=pho+vbi+ pb: + qgb3+ bob3 + Did», 


| P = HCy + VC + PCs + C3 + CoC3 + C1, 
= u do + vdi + pd: + qds + do d3 + di de. 


Nous ajouterons comme corollaire à ce théorème, qu’en résol- 
vant les équations (14), par rapport à G, H, G', H?— GG', on ob- 
tient 

__ (cd )y2 + (aC)5o & + 2(bc)05 h + (db)59 g + (aboa(h? — gg) 
_ (cd)a3 + (ac)23 8 + 2(0chr3h + (dé)3g + (ab) ge) 


H 
AS (cd )31 + (ac)a1 g + 2(bc)a1 h + (db) + (ab)s1 (A? — a) 
(cd)h3+(acha38 + 2(bchish + (db)»3g'+ (abh»3(h? — gg)? 


(Cd )o1 + (ac)or £ + 2(dc)oi R + (db) g' + (ab (hk?— gg) 


H2 — GG' — : 
(Cd )23 + (aC)23 g + 2(0Chas a + (db) g'+ (abs (A2 — gg") 


__ (cd)i2+ (achio g + [2(0ch1o — AT + (db)12 g'+ (abh(h?— gg) 
"+ (Cd )23 + (aC)13& + 2(0c)23 h + (db}):38 + (ab)13(h2— gg") 


» 


Lu 
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Les résultats que je viens d’énoncer mettent immédiatement en 
évidence la méthode que j’ai suivie dans la question de la transfor- 
mation. Cette méthode, bien naturelle et bien simple, consiste à 
introduire le système de seize fonctions 0, analogues à @, mais 
dans lesquelles G, H, G' auront été remplacés par g, k, g', puis 
à employer les relations (13), pour exprimer (x, y) par des 
combinaisons entières et homogènes de ces seize foncuons. En 
effet, on voit de suite que le facteur exponentiel CiTlsurst+zasst Piss,se)] 
étant indépendant des quantités p, q, 1, y, disparaîtra dans le 
quotient de deux fonctions différentes I(x, y), qui correspondent 
à deux systèmes distincts de valeurs de ces quantités. Or, ces quo- 
uents représenteront les quinze fonctions # aux arguments 
20 +G33+<H 2%, 3,+ Hz; + G'3;, exprimées rationnellement 
par les quinze quotients provenant de la division de deux fonc- 
uons Ü(x, y). Mais avant d'exposer cette méthode, nous avons à 
approfondir la question suivante, qui mérite un, examen attentif. 


VII. 


La fonction O(x, 7), étant seulement définie par la série 


1 D . \ » 1 ; D 
> (— 1)19+np eirlem + Lx + (27 + VI ñ IT D (2m + MISES 


n’a d'existence qu’autant que cette série est convergente. Or, en 
posant 


G=Go+iG, H=B+is, G'=G,+iq, H?—GG= Die, 


on trouve que la condition nécessaire et suffisante de convergence 
consiste en ce que la forme quadratique (6, 5, G') soit définie et. 
positive. Il est donc indispensable, lorsqu'on introduit le système 
des fonctions (x, y), de s'assurer si la condition analogue, rela- 
uve aux éléments g, h, g', se trouve remplie. Ainsi, en posant, 
pour mettre encore en évidence les parties réelles et les coefficients 
de £, 


L = Jo—+ C8, h = bo+ cb, & = 90 +18; h— gg = Vo, 


nous avons à reconnaître si la forme (g, b, g') est elle-même dé- 
finie et positive. 
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A cet effet, j'introduis la forme suivante à quatre indéterminées 


J(æo, T1, Vos T3) = G'æi + né. Gæi A (G'Po— Go O )T5 + (GDo FS GoD)+; 
—a Brie 210,5 — G'Bo)æoær— 2(G05 == Go)æ1es 
— 2(DHo— Wob)rrt3— 2(55o— GG6)T1T2 — 2560 Go) Lo 3; 


el Je représente par JT le module du dénominateur commun des 


valeurs de 2, L, 2’, dans les équations (14) du $ VII, de sorte que 


A2 = [ (ab oi + (ab )31 Go + 2 (ab os Do + (&b )o2 Go + (ab )23 6 f?, 
1 [(ab 31 Ç on me 2( ab )o3 5 __ (ab )92 G'+ (ab )23P P?. 


Cela fait, on aura les théorèmes exprimés par les relations sui- 


vantes : 


f(boæ— ay, bix— ay, bit — a:7, bst — a37), 


gr?+ 2bxy +9 3? — Paie 
S JL? 
Æe2 


pe — 09 — es (BE GG). 


Comme la seconde montre que les déterminants h?— gg, 5? — GG" 
sont de même signe, il suffira de prouver que l’un des coeffi- 
clients ÿ ou g/ est positif, pour être assuré que (9, b, ÿ/) est une 
forme définie et positive comme (G, 6, G'). Par là on se trouve 
amené à la considération de cette expression remarquable 


SHARE Ta, T3) 


qui présente le type général des formes à quatre indéterminées 
dont j'ai donné précédemment la notion ($ V). Ainsi, en dési- 
gnant la forme adjointe par (45, #,, X:, X3), on a cette propriété 
caractéristique que f se change en { par la substitution 


EUR CD? — GG')Æ3, NP M (O2 GG')Æ2; 


Ta=— (660), zs=—(5—6G)X. 


De là résulte une analogie très grande avec les formes binaires; 
au point de vue algébrique, par exemple, on reconnaît qu’elles 
sont réductibles par des substitutions réelles à l’une de ces trois 
éspeces : 
(1) X$ + XF + X3 + Xi, 

(IT) — X$— XI —X;— Xi, 
(HT) X$+X—X;— X2, 
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mais seulement à l’une d'elles, de sorte qu’on doit exclure celles-ci : 





E(XS+XI+ XI XE) 


Nais je n'insiste pas davantage, en ce moment, sur cette analogie, 
et Je vais, en appliquant les formules connues, montrer que f 
appartient à l’espèce (1). Il faut pour cela calculer les invariants 
des formes f(to, æ1, 0, 0), fo; Lis S2, 0), et enfin l'invariant 
de f elle-même. Ces invariants sont respectivement 


GOT. DU SAGE RER AE CE 


En y joignant l’unité et le coefficient de x°, on forme ainsi la suite 
caractéristique 


1, QG, GG'—/{7?, G'(GG'— 62} (GG'— 52}. 


Or cette suite ne présente que des permanences, puisqu'on admet 

par hypothèse que G, G', GG — 5? sont des quantités positives. 

De là résulte que la forme f est réductible par une substitution 
réelle à une somme de quatre carrés ; ainsi les quantités 

a f 

17 5e 


« 


KE: 
FOOT AR DER DE D = Sur / Go, Gi, Ga, 3), 


sont bien essentiellement positives. 


IX. 
En posant 
gr?+2haxy +8 = (x, 7), 


les seize fonctions dont l’existence se trouve démontrée par ce qui 
précède, seront représentées ainsi : 


(x, y) = > (— 1)" + Up el +) + (27 + 1) ÿ] + TP (2m 2 HU) : 


les nombres im, u, p» 4 étant, comme Li, y, p, q, Égaux à zéro où à 

l'unité. Elles satisfont aux équations suivantes, entièrement sem- 

blables aux équations et qui les définissent à un facteur con- 
| 9)::etq 


slant près, savoir : 
dr+r,7)=(—1)#0(z, 7), 6(zr,7+n =(—1)"0(2,m), 
O(r+h, y +g')=(—a1) 0(x, y) e-irr+e), 


ser me S: A2 ee R) — (— 1)1 Um, y) e—ir2x+g). 
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IL s’agit maintenant de les employer pour exprimer la fonc- 
tion I(x, »), que nous avons définie par les quatre relauons (13), 
$ VIL. À cet effet, je remarquera d’abord qu'ayant 


(x, y)=@(x,y) eiTl308;+185+ (3,3), 
on peut Joindre à ces relations fondamentales la suivante : 
H(— x, —y) =T(r,y)(—1)2)+9b. 
Or, il est très facile d'établir qu’en supposant Æ impair, on a 
PY+qu= pu + am (mod>2), 
de sorte que nous pouvons écrire 
(16 bis) H(— x, — y) =U(x, y)(— PE, 


Cela posé, je fais abstraction de toute autre propriété de la 
foncuon H(x, y)et, ne gardant absolument que les relations (13) 
et (16 bis), je cherche en premier lieu combien elles impliquent de 
constantes arbitraires dans la fonction qu’elles servent à définir. 


Pour cela, soit 


e: — 
I(x,7) > (ee c)P" , SAR e 


On satisfera ainsi, quel que soit À, », aux deux premières, 


ae ALT 
IT ((222 + Mr + (22 + nn) 7] + Tr Q(2m+M,27+n) 
4 À 


(zx +1, Y)= Ge INT, J) (x, y +1) = DT I(x, y); 


quant aux deux suivantes, elles donneront, en comparant dans les 
deux membres les coefficients des mêmes exponentielles, 


(17) An+kn _ A n,n; A», n+k — Ann; 

enfin on tuirera de l’équation (16 bis), cette dernière condition 

(18) À pu, nv AU 

Or les équations (15) font voir que tous les coefficients À, , s’ex- 
primeront par ceux où les indices sont moindres que #, et qui 


sont en nombre égal à Æ?. Disuinguons maintenant celui dont les 


indices vérifient les conditions 
M=—IMm— VU, n=—n—)Yy (modÆ), 


qui sont évidemment possibles, puisque le module est impair. 
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L'équation (18) sera alors une identité, et le coefficient dont 
nons parlons restera arbitraire; mais, en vertu de cette même 
relation, tous les autres, qui sont au nombre de Æ?— 1, séront 
égaux deux à deux. De là nous tirons cette proposition : 


L'expression la plus générale de la fonction D (204ES est dé- 





Jirue par les relations (13)et (16 bts), renferme _ coefficients 


entièrement indépendants. 
X . 


Les considérations précédentes sont également applicables à des 
valeurs paires du nombre X. Soient par exemple, pour 4 = »2, les 
relations 


(19) (rire), (x, y +1) =II(x, y), 
H(x+h,y+g)=10(x, ye-2inrts), 
re +£g,Y+h) =U(x, y)er2intz+g); 


on trouvera, en posant 


: ZT 
IT (2m X +2ny)+ @(,n) 
Hz, SN S Ayn,n € F ; 


les conditions 


À non E Ann; A n,n+92 = A n,n° 


Donc IT(zx, y) est la somme de quatre séries déterminées, à savoir 
celles qui se trouvent mulupliées respectivement par les coeffi- 
cients À5,03 Ao,1s Au,0 À4,1, qui restent seuls arbitraires. Or on 
salisfait également aux équations (19), en prenant pour I(x, y) 
le carré d’une quelconque des fonctions (+, y). Donc ces carrés 
s'expriment linéairement par quatre nouvelles fonctions, et de là 
se tire immédiatement la réduction algébrique des seize fonctions 4, 
à quatre d’entre elles, prises arbitrairement. 


XI. 


En général, toutes les relations algébriques et différentielles des 
fonctions Ô peuvent être obtenues d’une manière analogue. Ici ce 
sont les relations algébriques qu’il nous importe de considérer, et 
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paruculièrement celles où entrent d’une manière homogène le plus 
petit nombre de fonctions, et qui sont en même temps du degré le 
moins élevé. Telle est par exemple, après les relations quadra- 
üques, léquation mémorable du quatrième degré obtenue par 
Güpel (!) entre P’, S', P", S", qui se déduisent de l’expression gé- 
nérale de 4, en faisant : 


Pour 
| +4 mu — O0, u — O, P 0; qd = 1; 
514 ur  — 0, uw — O p = 0; q — 0, 
D ui = Î, L — I, Po". 1, 4 = 0, 
SR TQNT ETES D 4 DU, NL: 


Je vais encore établir l'existence de cette équation. et des autres 
I ; 

du même genre, qui ont aussi lieu entre quatre fonctions, car elles 

sont fondamentales pour ce qui va suivre. 


L] 


Soit, à cet effet, IH(x,7) une fonction ainsi définie 


H(æ+i,g)=10(x, y), 
| N(z, y +1) = (x, y), 

(19) H(r+h,y+zg)=1U(x, y)e-t#inaer+e), 
(r+g,y+h) =I(x, y)e-tirix+s), 


En la supposant représentée par la série 





; ÎT 
À in (2x +2n7)+—œ(n,n} 
m,n € 4 ) 


on trouvera, pour déterminer les coefficients, les relations 
A M+4,n — Ann: A n,n+4 A An,n; 


et si l’on veut exprimer que le développement représente une 
fonction paire, on y Joindra la suivante : 


Ann Anne 
Alors les coefficients se réduisent à ceux-ci : 


À 6,0; A 0,2: A 3,0; À 2,9 A 5,1 À 1,0 Â 5,3; A,1 Ai, Ai,3 





(*) Voyez Tome 95 du Journal de Crelle, le Mémoire de l’illustre géomètre : 
Theoriæ transcendentium Abelianarum primi ordinis adumbratio levis. 
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et la fonction I(x, y) sera la somme des dix séries entièrement 
déterminées, et multipliées respectivement par ces coefficients qui 
demeurent arbitraires. Cela posé, soient 4,, 4,, 0, 4, quatre des 
seize fonctions 0; nommons Î; l’une d'elles, et wÿ, ns, pi, qi les va- 
leurs des nombres w, n, p, 4, qui la caractérisent. Faisons encore, 
pour abréger, 52 pins qui; on satsfera évidemment aux équa- 
tions (19), en prenant pour I(x, y) les quatrièmes puissances de 
ces fonctions, et les carrés de leurs produits deux à deux, quels 
que soient wÿ, u;, pi, qe Or on peut Joindre à ces expressions, qui 
sont au nombre de dix, le produit 4,0,0,0,, si l’on pose, suivant le 





module 2, 
Mg y + Lio — M3 = O, Mo M lo + U3= O0, 
2e { PotPitrPehFi= 0 dot it tin, 


9 hide + 3 0. 


Sous ces conditions, on obtient nécessairement, entre les onze 
quantités que nous considérons, une relation Hnéaire, puisque 
toutes s’expriment linéairement par dix fonctions déterminées. Or 
l'existence de cette relation suffit à notre objet, et nous n’aurons 
pas à employer les valeurs des coefficients, qu'il serait d’ailleurs 
bien facile de trouver. Nous nous bornerons aux remarques sui- 
vantes : 

1° On satisfait aux équations (20) de la manière la plus géné- 


rale, en prenant, suivant le module 2, 


Mo = M, Mi MM, M9 == M + No, ui3—= UN My No, 
Hp It Hp ET Tr Ho ETRUITe M= N + rs, 
Po= }; Pi P + Pi. Pe= P nan Er Ps = DETTE 
go = 4; gWi= 1 +01, gL= AI + 12; = A ++, 


M, N, P, J, étant arbitraires, et les autres entiers devant vérifier la 


condition 
Pa + Poly + Qi lo + Uollly = O0. 


>° Des quatre fonctions 0,, 0,, 0:, 4, deux peuvent être arbi- 
trairement choisies parmi les seize fonctions 4. Ce choix fait, il 
existe trois systèmes distincts de deux autres fonctions qu’on peut 
leur associer, de manière à satisfaire aux équations (20). 


. N 
3° Les fonctions 4,, 0,, 9;, 0; peuvent être paires, ou bien deux 
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L4 


seront paires el les deux autres impaires : aucune relation algé- 
brique du quatrième degré n’aura lieu entre quatre fonctions 1m- 
paires. 


XII. 


Je considère maintenant une fonction homogène de 0, 0,,0:,0;, 
dont le degré soit le nombre impair k. Une telle fonction s’expri- 
mera linéairement par des quantités de la forme 6406050, où «a, b, 
«, d sont des entiers positifs dont la somme est Æ. Cela posé, en 
assujettissant ces nombres aux conditions particulières 


b+D==:, C+D—=" émod:2), 


£ et n élant o ou 1, on formera quatre espèces bien distinctes de 
fonctions homogènes, que Je désignerai ainsi : 


LP AIO TOM IEEE = En = 0) 


(x, F) » EME ON 
Hz(æ, y) ) CN 
(x, y) » HAT UE 


et l’on aura ce théorème : 


Les fonctuuons I,(x, y), H(x, y), I(x, y), [:(x, y) corres- 
pondent respectivement à 0, 0,4, 0,03; de telle sorte qu’en re- 
présentant par WH;(x,y) l’une quelconque d'entre elles, l’indice 
pouvant recevorr les valeurs 0,1, 2,3,on aura les relations sut- 
vantes : 


H;(x + 1,Y) = —1) "IL: (Ce, y), Lt, MH) = (— 1)" I:(x, y); 
M(r+h,y+sg) =(— 0e, y)e mere), 
U(T+£g,y+h) =(—ihll;(x, y)e-irétx+s), 

Me y)=(—1) M, y) 


(21) 


qui sont analogues aux équations de définition de la fonc- 
tion À;, sasotr : 
ED NOT y) dir, y +1) =(— 1) (x, y) 
0;,(xæ + A, (Vote £') = (— 1 )Pi ETEA Ÿ) e—iny+8"), 
O;(x + &, Y+h) =(— 1) 0;(æ, y)e-ir@xres, 
GX, — y) =(— 1): 0x, y). 
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Je vais maintenant établir que les quatre fonctions [l;(x, y) 


fe de coef- 





contiennent, sous forme linéaire, un nombre égal à 


ficients indépendants. Concevons, pour cela, qu'en employant 
l'équation homogène et du quatrième degré, dont nous avons éta- 
bli l'existence entre 0,, 8,, 0,, 0,, on élimine, dans ces fonctions, 
toutes les puissances de l’une des quantités 0, de 0, par exemple, 
qui surpasse la troisième. Cette réduction faite, toutes les expres- 
sions 0%0b6° 6%, où l’exposant d ne surpasse pas 3, seront linéaire- 
ment indépendantes. Car, s’il en était autrement, on aurait une 
seconde relation algébrique, homogène entre 4,5, 0, 0, 03, d’où 
résulterait que les seize fonctions 0 s’exprimeraient algébrique- 
ment par deux seulement d’entre elles; et, par suite, que deux 
quelconques des quotients quadruplement périodiques seraient 
fonctions algébriques l’un de l’autre. Nous conclurons de là, qu'il 
existe précisément autant de coefficients arbitraires dans Il;(æ, y) 
que de solutions distinctes, en nombres entiers et positufs, des 


équations 
a—b+e+d =, b+d=e, C+—d=r"r (mod 2), 
lorsqu'on suppose successivement 


2e. 5] 
DE 0,120 00 


k2 +1 





Or, on trouve sans peine que le nombre de ces solutions est ) 


2 
c’est-à-dire précisément égal au nombre des coefficients indépen- 
dants qui entrent linéairement dans la fonction définie par les équa- 
uons (13 )et (16 bis) (1). Cela posé, il a été établi, $ XI, que sur les 
quatre systèmes de quantités ms, u;, ps, ge, deux sont arbitres. 
On pourra donc, en disposant seulement de l’un d’eux, prendre 


(1) La coïncidence de ces deux nombres est si importante, au point de vue où 
je me suis placé dans la théorie de la transformation, que je crois devoir donner 
le calcul qui sert à l’établir. Soient e, et n, les valeurs o ou 1, déterminées par 


les conditions 
e, =E+I1, W=N+I (mod 2), 


on trouvera immédiatement que, pour 


les nombres de solutions sont respectivement les coefficients des puissances æ* et 


[2 
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par exemple 


Ugo =M= UMA + VA + PA + QA3 + do d3 + did 


Mn = ph vb: + pla + gbs + bas + bib | a 


Po = P= UC) + VC + PCs + C3 + Co C3 + C1 Co 


Jo = 1 =ud+ vdi + pds + qd3 + dods + di da 


et pour {= 0 faire ainsi coïncider les équations (21) avec les rela- 


æ* ? dans le produit 
D] “ - . . D] . p HT 
G+D+ mt...) (DH DFE DRE) CDI DR D) — 
(1—m)(1— x) 


tandis que, pour 


ces mêmes nombres sont les coefficients de z*rt et x*—3 dans le produit 


« L = Titi 
(i+r+r +...) (rit tri ti.) (Dur Eat.) = DA RER T 
(o—x)(1— x) 


De là on conclut que, pour 
RETRO PC PE 


le nombre Lotal des relations est donné par le coefficient de x* dans le dévelop- 
pement de la fonction 
DTA +?) + Luitü(T + Là) 
(i— x) (1 — x°): 


Passons maintenant aux valeurs particulières de & et n. Lorsque ces quantités 
sont nulles toutes deux, cette fonction devient 


(G+az) G+ zx) 


Te 


(aux) 
et, dans les trois autres cas, elle se présente toujours comme égale à 


æ (G+zx)(x+x) 
(1—æx)(1— x)? } 


Mais les développements de ces fractions ont même partie impaire, car leur dif- 


, : è +: ; î 
férence est la fonction paire ———; donc, pour des valeurs impaires de k, le 
æ'—1 
nombre des solutions des équations proposées ne dépend pas des valeurs de e et n. 
Ce nombre sera ainsi le quart de celui qui se rapporte à l’équation unique 


a+b+i+d=#, 


en supposant d —0,1,2, 3. Or, suivant ces cas, on trouve successivement les 
nombres 
(K+i)(k+o) K(kKHE) (Ka) (K—3)(k —02) 
ET COURONNE ASE TRE PR À - HAN NT Cars il RER EU SPP LR PTT EURE 


, 
2 2 2 À 


k? +1 
2 
HAT 30 





et leur somme, divisée par 4, est bien égale à 
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tions (13)eL (16 bés). Nous sommes amené par là à cette proposition 
fondamentale de la théorie de la transformation des transcendantes 


abcliennes du premier ordre : 
La fonction 


(x, y) = 8(230+ G33 + H 32, 31 + Hz: + G'22) eiTlz023+2131+ D(Z,, 2,)] 


aux modules G, H, G peut étre exprimée par une fonction en- 
sière et homogène, du degré k, des quatre fonctions (x, y), 
B(x, y), x, y), l(æ,y) aux modules g, h, 2', qui dépendent 
des premiers par les équations (14). 


MR 


Mais ce n’est pasune seulementdes seize fonctions @ qui s'exprime 
ainsi par 06, 01, 0, 03. En prenant en effet pour [(zx, y) suecessi- 
vement les quatre fonctions homogènes de ces quantités que nous 
avons précédemment nommées Il,(æx, y), I,(x, y), (zx, y), 

; 


is 


constantes 





H;(x, 3), et qui toutes renferment linéairement 
arbitraires, on satisfera de la manière la plus générale aux équa- 
uons (13) et (16bis) pour quatre systèmes différents de valeurs des 
nombres 4, y, p, g. Et les valeurs de ces nombres s’obtiendront 


en posant 
Wÿ= LA) + VA + Ps + 73 + A3 + di, 


Ujÿ = UD + vb: + pD» me gb FU bob nr bi Da, 
Pi = Mo + VC1:H-DC2 + C3 HE CyCs Æ'CiiCe, 


di — 0. do + vdi + pda + qd: SE do d3 + d, da, 


suivant le module 2. Pour plus de clarté, je désigne par &;, v;, pi, 
qi, celles qui correspondent à, ni, ps, qe, et je fais Si=ViPi+hiqi; 
on trouvera alors très facilement 


Il 


Ho + ME Mt M3 =oO, VS TT RAD ENS 0 | 
(mod 2). 
Po+Pi+P2+P3=0, Qu+qi+g:+g3=0) 


So Si Se 7e $3 =,0. 


Or ces relations sont de même forme que les équations (20),$ XI, 
et l’on en conclut cette proposition : 


Les quatre fonctions 0 que nous exprimons par des fonctions 
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homogènes et du degré k, de 0, 0,0, 03, sont liées, comme 
celles-ci, par une équation homogène du quatrième degré. 


XIV. 


Les résultats précédents conduisent immédiatement aux relations 
entre les quotients quadruplement périodiques qui proviennent 
de la division de deux fonctions 6, et ceux qui proviennent de là 
division de deux fonctions 0. Ces derniers, en regardant £, h, 2" 
comme arbitraires, représenteront les fonctions périodiques les 
plus générales, auxquelles donnent naissance Îles intégrales ultra- 
elliptiques de première classe, lorsqu'on aura remplacé les argu- 
ments x et y par d’autres qui en dépendent linéarrement d’une 
mamère quelconque. On obtient ainsi la solution du problème de 
la transformation, tel que nous l’avons posé en commençant. Mais 
nous allons présenter la relation obtenue entre les fonctions 6 et 
de différents modules, sous une forme analytique mieux appro- 
priée aux considérations qui nous restent à développer. 

Nousferons, dans ce but, la substitution suivante : 


T=x+hi+gu, Y — +2: + hu, 
et nous poserons 
ru, su) sg he) =0(x rh: eury+ sg 2 + hu); 


remplaçant ainsi la fonction 0 aux deux arguments # et y, par la 
fonction &, qui dépendra de x, #, :, u. Gela posé, soient 


0 = ox + boy + Co: + du, 21 = Aix + biy + C1= + du, 
© = dax + bay + C2: + du, OÙ = azx + 0sy+ cs: + dyu, 


on trouvera aisément ces relations importantes (tire 


26 —+ Gé H 32 = X+GO+HE, 
3 +Hz:+Gz2=9+HO0+G'24, 
20 33 + 313» + P(233, 32) = a(XM+H L+GO)(x + hz + gu) 
+ D (X+HS+GO)(y+g'z+ hu) 
+ a (T + GS +HO)(x+h: + gu) 
+ be(Ÿ + G'E+<HO)(x+g':+ hu). 








(1) On se souvient qu'au $ VIT, la quantité a;x +b;y a été désignée, pour 


abréger, par <;. 
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Pour abréger l'écriture, représentons par ‘y cette expression de 
la forme quadratique 3033 + 3132 + (33, 3°), et convenons de 
mettre en indice à la fonction € les valeurs des nombres w, u, P+ 
qui figurent dans la fonction Ô dont elle dérive, nous aurons alors 
ce nouvel énoncé des théorèmes de transformation : 


Les quatre fonctions représentées par 


LE nn CN Do Es Où G, H, G'), 


iViPi 
le nombre i pouvant recevoir les valeurs 0, 1, 2, 3, s'expriment 
par des fonctions entières homogènes, et du degré k des quatre 
quantités analogues 

uup:qs (CE se 2, 2 he 
Les modules g, h, g' dépendent de G, H, G' par les équa- 


tions (14), $ VIT, ec les quatre nombres hi, vi, pi, qi de wi, us, pa, qi 
par les relations 


Il 


tu; Rido + Vi + Pile + Qid3 + Aod3 +— di do, 


re Li bo SE v;d: + Di ba + qibs ME Do b3 A bib», 


(mod 2), 
Pi = Hi Co + Vi C1 Pi Co + qi Cs + Co Ca + C1 Ca, 
di = fi do + vid + pid: + qids + dods + di di, 
auxquelles il faut joindre les suivantes : 
Wo + Uiy + 9 + Mis = O, Hot lan llo title= 10; 
Po IP iPr ep a10; go + di + ge F3 = 0, (mod 2), 


Mise mi DR= re ME VE= 0} 


et celles-ci, qui en sont, comme nous l’avons dit, la consé- 


quence : 





Mo Mit He Us = O0, Vo lé CAN Va ON! 


0, {mod 2). 


Il 


Po+Pi+Pi+Pi=0,  Qu—+qi-+ gags 
SO to ln HS 30; 


XV. 


în partant de ces résultats, je vais déterminer combien s’ob- 
üiennent de transformations distinctes lorsque le nombre impair Æ 
est supposé premier. Je me fonderai à cet effet sur cette propo- 
sion : 
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Considérant la substitution 


NX = 4 X + YŸ + & 2 + a U, 
D =boX+biY+f:2Z+ EU, 
CN — Yo À Ne Gi Y + 22 + Y3 CE 


CO A ON 022 OU, 


dont les coefficients sont des nombres entrers assujettis aux Con- 
ditions 

@o 91 + Bo Yi — Yo 1 — dot = 0, 

Lo d2 + Bo y2 edit Da AO AI EE Q; 


a] x 
Lo 03 + Bo Ya — Yo D: — 0043 — 1, 





41 02 + Pi ya Vi Bo — dim = 1, 
Q Nn 
103 + Biys — Y1 Da FLOIARES 0 


ES ns od 
A203 + Ba AS V2 Da Vas = 10, 


en la faisant suivre des quatre suivantes : 


AE Ce Mie, 
Y =, Y=Ay, 

I. IT. ; 
Lee L'= ty", 
UK, Ur= Au 
X — x, X= Ex, 
Y=ix +, s Yi Au: 

IT. k AE À : 
LUE, ARR ES ol An 
U=cx—1i:+u, LÉ ESAA EERATS ETTE 


où t,t',t' désignent des entiers positifs inférieurs à k, on pourra 
obtenir dans toute sa généralité la substitution 


a Ne ES Al X + bou Sr CHAT dou, 
€ = dax +biy+cz+ du, 
D = Gex + bai + C>2 + dou, 


Ù = dx + b; ie Cadets du, 
dont les coefficients sont assupettis aux relations fondamentales 


ad; + bye —Cobi — dt = 0, 
Go d2 + Do Ce — Cob2 — dy = 0, 
do d3 + Vocz — Codbz3 — dyaz = À, 
aide + bic — C0 — dia =Rk, 
ai ds + Dics — c103 — dia; = 0, 


A dy Se DC; = Co O3 = dia3 = 0. 
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Cette proposition renferme, comme on voit, la théorie arithmé- 
tique de la réduction des systèmes linéaires 


Lo O0 Co 


(24: D; Ca da 


en se fondant sur la notion d'équivalence qui a été nommée, par 
Eisenstein, l’équivalence à gauche des systèmes. En prenant, au 
contraire, l’équivalence à droite des substitutions pour point de 
départ, on obtiendra les substitutions ou systèmes réduits que J'ai 
donnés $ II. On en conclut que toutes les transformations des 
fonctions abéliennes qui répondent à un nombre premier k, ré- 
sultent des transformations particulières où l’on emploie les sub- 
sututions réduites [, Il, HIT, IV, combinées avec les transformations 
où figurent les substututions au déterminant un. Or le nombre 
des substitutions réduites étant 1 + £ + 4? + A3, on obüent pré- 
cisément autant de transformations distinctes, dans lesquelles les 
foncuons É(X, Y,Z, U) sont exprimées par des polynomes homo- 
gènes et de degré , contenant quatre des fonctions C(x, 4, z, u). 
Nous n'avons plus ainsi qu'à passer des fonctions £(X, Ÿ, Z, LU) 
aux fonctions ((X, %, &, Ü), les arguments X, 3, #, Ÿ étant hés 
aux arguments X, Ÿ, Z, U par les équations CA Or, en omettant 
les modules, pour abréger l'écriture, la dépendance de ces fonc- 
Uons est exprimée par la relation 


eUrX Cu,v,p,q (e:, o; 6; (a — const. Cm,n,p, q (X, de Z, U ), 
dans laquelle 


nn = 40 ni VO —+ DA» Se g A3 + Lo 3 + LL 


M = po + V1 + D Po + q Ps + Pobs + Pi Pa 








(mod 2). 
PE RENE TRE er ga TER as rade 
A do + vÔ] + p do + Q 03 + 0905 + 0f ds 
Cela posé, si l’on a 
M= |, 1 = y, P=p, y=g (mod2), 


la fonction £ se trouvant changée en elle-même, la combinaison 
de cette transformation avec celles qui correspondent aux subst- 
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tutions réduites ne donnera point de formules nouvelles. Mais si 
les nombres M, ñ, p, j ne coïncident pas tous avec &, v, p, q, la 
combinaison de cette transformation aura évidemment pour elfet 
de permuter les expressions des diverses fonctions 6, dans les for- 
mules de transformation relatives aux substitutions réduites. 

On est amené par là à une considération entièrement semblable 
à celle qui a été présentée par Abel dans la théorie des fonctions 
elliptiques, et qui a pour conséquence de multiplier par six le 
nombre total des transformations données pour la première fois 
par Jacobi. Seulement, 1l faut bien remarquer que les expressions 
rauonnelles de la forme 
A Lei 
considérées par Abel (1), conduisent à des relations irrationnelles, 
si l’on compare deux intégrales elliptiques prises l’une et l’autre 
à parur de la limite zéro. 

Dans la théorie de la transformation de fonctions abéliennes, le 
nombre de ces transformations distinctes dans lesquelles # = 1 est 
égal au nombre des substitutions différentes, représentées par les 
équations (22), lorsqu'on prend les coefficients suivant le mo- 
dule 2. Or, en ayant égard aux relations qui existent entre les 
coefficients, on trouve ce nombre égal à 520, c’est-à-dire au pro- 
duit : 2.3.4.9.6; nous avons ainsi ce théorème : 


Le nombre des transformations distinctes des fonctions abé- 
liennes qui correspondent à un nombre premier k est 


72c(1+k + A+ 43), 


XVI. 


Parmi ces diverses transformations, celles qui correspondent aux 
quatre types de substitutions réduites, lorsqu'on y suppose égaux 
à zéro les nombres entiers &, ’, &”, méritent une attention particu- 


(1) Voyez les Œuvres d’Abel, tome I, page 359. Ce point de la théorie de la 
transformation sur lequel insiste l’illustre géomètre, est effectivement de la plus 
grande importance, par exemple dans la recherche des modules qui donnent lieu 
à une multiplication complexe. 
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lière. On voit alors, en effet, se présenter immédiatement la notion 
importante des transformations supplémentaires, qui, sous le 
point de vue le plus général, résulte de la cinquième des propo- 
sitions arithmétiques données $ IT. Les substitutions que nous al- 
lons ainsi considérer, dans les théorèmes de transformation, seront 


les suivantes : 


AS ds IX AMEENTE XP 2: 

Y= y. LOT Vins, VE 0m 

Je : IT. | IT, : TV ; 
LEURS RE RIRE LS 
 U=ku, UE, Eu EURE 


Alors on trouve que la forme quadratique désignée par y, 
$S XIV, s’évanouit, et que les nombres caractéristiques wÿ, uÿ, pi, qi 
sont respectivement égaux à tu, v:, Pi, qi ('). Écrivant donc, pour 
abréger, 6; au lieu de Cu, v,p, qu et introduisant les modules trans- 
formés dans la fonction où se fait la substitution relative aux argu- 
ments, On aura cette proposition : 


Les quatre fonctions représentées par chacun de ces quatre 


Lypes (?) : 


I ( 1e 
I. æ, (s, 1) Kz, Æu, 7 C: zu re): 
I + 
IT. Ci (s, Æ y, su, 7. 6: EC ) 
php €; (ns, df) k:, iL, Æ G, H, = Gt). 
INS Gr CAR RU OU PE PARENTS 


s'expriment par des polynomes entiers homogènes et du de- 


gré k, composés des quatre fonctions 


CCR Me TR Er A Ces 


(*) Cette dernière circonstance peut toujours être réalisée à l'égard de toutes 
les substitutions réduites. Rien n’empêche, en effet, de prendre pour chacun des 
nombres désignés par &, &', à un système quelconque de résidus suivant le mo- 
dule k, au lieu des résidus minima 0, 1, 2, ..., À —:1. Or, en faisant choix des Æ 
nombres pairs 0, 2,4,..., 2(Æ—:1),on voit immédiatement qu’on aura 


M da Et Pare di = Jo mod 2. 


(*) On peut remarquer que les transformations relatives aux fonctions I et IV 
correspondent parfaitement à ce que Jacobi nomme, dans la théorie des fonctions 
elliptiques, éransformatio prima, moduli majoris in minorem et transforma- 
{io secunda minoris in majorem. (Fundamenta, p. 56.) 
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Cela posé, il est clair qu'en appliquant l’une après l’autre les 
transformations relatives aux fonctions I et IV ou IT et LIL, on par- 
viendra de ces deux manières à l'expression de 


Ui(kx, kw, Æz, ku, G, H, G'), 


par des polynomes entiers homogènes et du degré ?, contenant 
les quatre fonctions aux mêmes modules 


4 AU ERE PATES De à PE OR 


Revenons maintenant des fonctions € aux fonctions de deux 
arguments dont elles tirent leur origine, nous obtiendrons le théo- 
rème fondamental de la multiplication des transcendantes abé- 
liennes, à savoir que les quatre fonctions @;(kx, ky) sont des po- 
lynomes entiers, homogènes et du degré k? composés des quatre 


fonctions O;(x, y). 
XVII. 


Les formules de multiplication pour les quotients quadruple- 
ment périodiques, provenant de la division de deux fonctions 6, 
découlent naturellement des théorèmes qui viennent d’être éta- 
blis. Seulement, il importe de préciser les divers groupes de trois 
quotients, qui correspondront respectivement aux divers groupes 
de quatre foncüons @;, dont les nombres caractéristiques 1, v;, 


Pi, Qi Sont assujettis aux conditions 


Mo + Mi + M2 + U3 = 0, VOS eV 1 Vo V0; 


O, Jo +FI1+ Ya + 3 =0, } (mod2). 


Il 


(20 bis) © Po + Pi + Pa + Ps 
Sem 2e Se 10), 





Je me fonderai, pour cela, sur la distinction de ces quotients 
en deux genres bien différents, telle que l’a faite M. Veierstrass; 
non seulement pour les fonctions abéliennes du premier ordre 
que nous considérons en ce moment, mais pour celles d’un ordre 
quelconque (!). Les quotients du premier genre, en adoptant les 


(*) Voyez Journal de Crelle, tome 47, ou dans le Journal de Liouville (tra- 
duction de M. Wæpcke), le Mémoire dans lequel ce savant géomètre à donné un 
aperçu de ses grandes et belles découvertes. Voyez aussi, dans le tome XI du Recueil 
des Savants Étrangers, le Mémoire de M. Rosenhain couronné par l’Académie, 
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notations de cet auteur, seront désignés par al (æ »)4, avec un 
seul indice qui recevra les valeurs 0, 1, 2, 3, 4. Ils s'expriment 
comme 1] suit, par les fonctions Ov, p,g» SAVOIr : 











91000 
alo —= 
ER 
Oioot, 
al; ET 
CHA 
O5101 
ab = ——; 
©0000 
ne Oot11 
3 — ; 
G5000 
O 011 
al, = ——: 
05000 


Ceux du second genre seront représentés par al(x, ya,g, avec 
deux indices, devant chacun recevoir encore les valeurs 0, 1, 2; 
3, 4, et qu'on pourra permuter entre eux. Ils sont au do Des de 
dix, et s'expriment de cette manière : 














x | @5001 
A10,1 Ar 0 Dr 
0000 
O 101 
alo,2 a als 0 —— STE 
20000 
| Lx. | 2 Ou 
410,3 — Al3,0 — 6 ; 
0000 
A D E Oio1t 
416,4 — dl4,0 — FREE 
0000 
, | LE al se 0 :100 
A112 Tia ss , 
0000 
al Cu al cs Ou, 
1,3 — 413,1 — RE 
RES 
\ ip _ O 010 
411,5, — d41— © ? 
0000 
I Rex ] sl. $ Dove 
A l9,3 — Al3 9 — aie 
ENT 
RUE O0110 
Ah de o D 
0000 
| | 90100 . 
A1 pa — pr 
0000 





— 


et qui, beaucoup plus complet sous ce point de vue que celui de Güpel, renferme 
les expressions du système des quinze quotients périodiques, telles (sauf une lé- 
gère modification) que les donne M. Weierstrass. 
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les indices des fonctions @ étant déterminés dans ces formules par 


la condition qu'en supposant 


Ov" p'q" 


Ouv'p'q! 
; al8 = ——— ; al, 8 — 
@0000 





65000 
u/, y’, p', g' soient les valeurs o ou 1, qui satisfont aux relations 


u'=u+ un, V=v+v | 


, \ HARIMOU 
PP=p+p, g'=q+g 
Cela posé, on aura ce théorème : 


Tous les groupes de trois quotients al(x,y) formés avecquatre 
fonctions dont les nombres caractéristiques U3, vs, pi, qi vérti- 
Jient les équations (20 bis) seront compris dans cette forme gé- 


nérale : 
al(x, y): al(æ, y )8,y, al(æ. y )5,s, 


sous la condition que les indices 4, $, y, à, « seront tous différents 
les uns des autres. 

Cette condition admise, le théorème fondamental pour la mul- 
uplicauon des arguments dans les fonctions abéliennes quadru- 
plement périodiques s’énonce ainsi : 


Les trois fonctions 


al(Æx, Yu al(Ær, y )3,y, al(kAr, AY joe 


sont des fractions rationnelles, ayant pour numéraleurs et 
dénominateur commun des polynomes entiers et du degré k?, 
par rapport à 
al(x,ÿu  al(r,y)3,,,  al(x, y 5. 
Ces trois fonctions sont d’ailleurs liées par une équation du 


quatrième degré, conséquence de l'équation homogène et du même 
degré qui existe entre les quatre fonctions G;(x, y). 


X VII. 


C’est aux résultats précédents que je me suis arrêté jusqu'ici 
dans l’étude de la transformation des foncuons abéliennes, et je 


vais terminer cet exposé succinct de mes recherches, en faisant 
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voir comment celte théorie analytique de la transformation se 
trouve étroitement liée à la théorie analytique des formes quadra- 
tiques dont j'ai parlé $ IV. Reprenons le théorème du $ XIV, 
consistant en ce que : 


Les quatre fonctions représentées par 


CN AR IE ES (SEC ONE TETE 


st l’on attribue à l'indice i les valeurs 0,1,2,3, s'expriment au 
moyen de fonctions homogènes et du degré k, des quatre quan- 
Lités 


5 
Gu,u,p;q; 4; Z; L, S') h, S ) 


les modules g, h, g' dépendant de G, H, G', par les équa- 
tions (14) du $ VIL, et les arguments X, Ÿ, &, O de x, y, =, u, 


par celles-ci : 
AN Ag x Do Er Cor dou, 
( = dix + Ob1y Ci: Ediu, 
292 £ 
& = Gsx + bay + Coz + deu, 


Q= a3x + bay + C3: + dsu. 


Or, à cette relation ainsi formulée entre les transcendantes €, 
de différents arguments et de différents modules, correspond la 
relation arithmétique que donne le théorème suivant : 


Soil 
G=Go+iG, H=Bo+is, G'=G,+ig, H?—GG'= D, +5, 
£=t+iÿg, h=b-+tibl, = His ARS 
nommons S(X, F, %, ©) la forme quadratique qui s’est déjà 
présentée $ VII, savoir : 
FX, F,%, 0)=G'ait GT (CDie 0: D): 
qe (GDo cn Go (D ) U? Se À GA De F1 GG D arr (Oo) XD 
— 2(G05 — GD0)I0 — 2(P50 — Po5)2Ù 
— 2(560 — GG5) F2 — 2550 — GoG ) XD, 
el considérons de méme l'expression semblable 
fx, gau) = plat + go? + (9 Do — 960): + (9do — god) u? 


= 2paip— 2(95 b— #'bo) x2 — 290 — bo) yu 
— 2(0 Do — dob) zu — 2(bbo — q 0) yz — 2(bo — dog’) xu. 
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1/7, 
Les variables X, 5, &, Ü étant liées à x, y, z,u par les équa- 
tions (22), dont les coeflicients sont des nombres entiers assu- 
jJettis aux conditions fondamentales 


| ao di + boci — cob1 — djai =0 

Ao de + b0 C2 — Co 02 — dy a: = 0, 

(23) ao ds + bocz — Cobs — doaz = k 
| did2 + bic> — cb: — dia; =k 

Qi da + bicz — vib3 — da; = 0, 


‘ 2 da Ste bac: = Co O3 = do az — O, 
ON aul'4 tdentiquement 


FX, da A er HÉANTME u) 
03 UC Det 


Telle est donc la nature de la relation entre ces deux formes 
quadratiques, semblablement composées avec les modules G, H, G’ 
et g, h, g', que la première se change en la seconde multipliée 
par #, au moyen de la substitution qui transforme les transcen- 
dantes © aux modules G, H, G, en des fonctions homogènes et du 
degré #, des transcendantes analogues aux modules 9, À, g'. On 
voit ainsi comment vient se présenter cette étude arithmétique de 
formes particulières à quatre indéterminées, où l’on n’emploie pas 
comme instrument analytique les substitutions les plus générales 
entre deux groupes de quatre variables, mais les substitutions par- 
üculières (22) définies par les équations (23), et qui reproduisent 
des formes du même genre. C’est précisément à cette idée que je 
me suis déjà trouvé conduit dans un autre travail (Journal de 
Crelle, t. AT, p. 343), en ayant en vue l’étude purement arithmé- 
tique des nombres entiers complexes « + bi ai pu alors 
traiter, par les méthodes propres aux formes binaires, les prinei- 
pales questions concernant les formes particulières à quatre indé- 
terminées qui étaient l’objet de mes recherches, et ajouter par là 
de nouveaux caractères de similitude entre les nombres entiers 
réels et les nombres complexes (!). 





(!) En poursuivant les recherches que je viens de rappeler, j'ai obtenu le théo- 
rème suivant, qui offre un nouvel exemple de cette analogie : 

Les équations à coefjicients entiers complexes et en nombre infini de la forme 
az" + bz"1+.,.+ g3 + h =0o, pour lesquelles la norme du discriminant (c’est- 
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Un pareil rapprochement entre les formes F(X, 7, £, ©) et les 
formes binaires semble également devoir se présenter; on peut du 
moins le présumer, d’après les propriétés relatives aux formes ad- 
jointes, énoncées au $ VIIT, et surtout par cette expression remar- 


quable et facile à vérifier, savoir : 


FX, Ÿ, 6, 0) = GX — 2h XiTi GT 
+ (GG'— 62) (G'2?+ 2560 +02), 


où J'ai fait, pour abréger, 
di = XV + ho + GoÙ, di= ST + Go b + Do O: 


Cependant l’analogie de ces formes particulières, que J'ai nom- 
mées à indéterminées imaginaires conjuguées avec les formes bi- 
naires, ne persiste pas toujours; parfois, comme je l'ai fait voir, 
il arrive qu’on ait à la suivre dans plusieurs directions différentes, 
et bientôt on est amené à des questions où la nature des formes à 
quatre variables se manifeste sous un point de vue qui lui est 
propre, et qui exige de nouveaux principes. Les mêmes circon- 
stances viendront-elles s'offrir dans les questions analogues dont 
le point de départ s’est trouvé dans la théorie des fonctions abé- 
liennes? C’est là un ordre de considérations arithmétiques aussi 
intéressantes que difficiles, sur lesquelles je pourrai peut-être un 
jour offrir aux amis de la science le résultat de mes recherches. 


à-dire du nombre entier complexe, égal à a "-1 multiplie par le produit sy- 
métrique des carrés des différences des racines), conserve la même valeur, ne 
contiennent qu'un nombre essentiellement limité d'irrationalités distinctes. 
(Voyez pour le théorème analogue, relatif aux nombres réels, le Journal de. 


Crelle, t. 47, p. 335.) 


000 ——— 





REMARQUE SUR UN THÉORÈME DE CAUCHY. 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XLI. 


C'est à M. Cauchy qu'on doit la première démonstration géné- 
rale de la réalité des racines de l'équation remarquable à l’aide de 
laquelle se déterminent les inégalités séculaires des éléments du 
mouvement elliptique des planètes. Cette équation s'obtient, 
comme on sait, en égalant à zéro le déterminant du système 


@1.1 — 8 A) 1 ee Œn,1 \ 


1 er 
| di,2 A2,2 — 0 atets An, | 
(a RES di,3 A ,3 see An,3 a 
| 1 ,n Aa ,n CNE DO RNCA 20 em ) | 


dont les éléments 4,4, sont des quantités réelles soumises à cette 
condition, 
dy, —= Œy,ue 


J'ai fait, au sujet de cette équation, la remarque suivante que 
l’illustre géomètre a bien voulu m’engager à communiquer à l’Aca- 
démie. Supposons que les éléments a,,, du déterminant cessent 
d’être réels et prennent des valeurs imaginaires quelconques, mais 
avec la condition que &4,, et &,,4, soient des quantités conjuguées. 
Il est aisé de voir que le nouveau déterminant ainsi formé et que 
je nommerai Q, sera essentiellement réel quoique composé d’élé- 
ments imaginaires. Il ne change pas de valeur en effet en y met- 
tant — V2 au lieu de FN car on ne fait ainsi que remplacer 
Ay,y par &y,u, C'est-à-dire substituer les colonnes horizontales aux 
colonnes verticales, et l’on sait bien que cette transposition n’al- 
tère pas la valeur d’un déterminant. Cela posé, l’équation Q — o 
conserve la propriété si remarquable de l'équation 9 — 0, elle a 
Loutes ses racines essentiellement réelles. On peut le démontrer 
de plusieurs manières, par exemple en transformant le détermi- 
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nant @ en un autre à éléments réels, d’un nombre double de 
colonnes et symétrique par rapport à la diagonale, de manière à 
retrouver précisément la forme analytique du déterminant @. On 
obtient aussi une démonstration directe en employant la belle et 
savante méthode qu’a donnée mon ami M. le D' Borchardt, de 
Berlin, pour calculer les fonctions de M. Sturm dans le cas de 
l'équation @ — 0. Quoi qu'il en soit, la réalité des racines une fois 
établie, on détermine par la règle suivante combien il s’en trouve 
entre deux limites données 8, et 4,. Nommons Q;le déterminant du 


système 


ai 1 — 0 Œo 1 he. à di ,1 
2 A9 ,9 — 0 LENS &i,9 
| ii oi . ai,i— 0 


calculé de manière que le terme principal ait le signe +, et dési- 
gnons par (4) le nombre des termes positifs de la suite 


DAMON OEM RENTE 


Si l’on suppose 4, > 6,, la quantité (4,) sera plus grande que (4, ), 
et la différence (05) — (0,) sera précisément égale au nombre 
des racines de l'équation Q — 0 qui sont comprises entre 0, et 4. 
On remarquera que la suite 


DUO OR RERO 


est plus simple que la suite des dérivées du premier membre de 
l'équation proposée qui serviraient d’ailleurs au même usage à 
cause de la réalité de toutes ses racines, et sans doute 1l serait pos- 
sible de passer directement de la seconde suite à la première, 
comme l'a fait M. Cauchy dans une circonstance analytique très 
semblable (Comptes rendus, t. XL, p. 1329). Mais, au point de 
vue où je me suis placé, l’équivalence des deux suites, comme 
l'existence d’une infinité d’autres qui jouissent des mêmes pro- 
priétés, se déduisent immédiatement d’une proposition élémentaire 
et fondamentale de la théorie des formes quadratiques. Au reste, 
c'est dans l'étude algébrique des formes quadratiques, mais des 
formes quadratiques d’une nature toute particulière et dont je vais 
donner la définition, que vient s'offrir d’une manière directe 
l'équauon Q — o. Leur caractère principal consiste en ce que les 
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indéterminées y sont partagées en deux groupes de variables ima- 
ginaires, les variables de l’un des groupes étant les conjuguées des 
variables de l’autre groupe. Ainsi, en représentant 27 variables 
imaginaires par 


X =x+zxy—1, WE y Ver, PS ÙU =u+u'y—1, 
Xo=x—z'y—1, Yo—= Y — Y'Y—1, AE U,=u—uy—1, 


on aura l'expression analytique suivante de ces formes, savoir 


9 — Xo(miX+aeY+...+ &inU) 


+ Yo(as 1 X + G9 Ÿ +...+ asnU) 
OP POS Li COR sale isie serie cie 


5 Uo(an.1 X Se An,2 Ÿ Et . Sr PREMIERE 


et cette expression sera évidemment réelle en mettant en évi- 
RU 20, 1 T, y... W, siles constantes a,, et 4, sont 
comme précédemment des quantités imaginaires conjuguées. C’est 
principalement en vue de l'étude arithmétique des nombres entiers 
complexes de la forme & + bÿ— 1 que j'ai introduit la notion de 
ces nouvelles formes, comme on pourra le voir dans un de mes 
Mémoires publiés dans le Journal de Crelle, t. AT. Mais, dans 
ce Mémoire, je me suis borné au cas le plus simple où l’on consi- 





dère seulement deux paires d'indéterminées imaginaires conju- 
guées. Depuis, en essayant d'étendre ces premières recherches, 
j'ai reconnu qu'elles conduisaient à des principes nouveaux et 
féconds pour l’étude des équations algébriques à coefficients com- 
plexes. Ainsi, au seul point de vue algébrique, je me suis trouvé 
amené à la détermination du nombre de leurs racines qui sont 
comprises dans l’intérieur d’un rectangle, d’un cercle et d’une infi- 
nité d’autres courbes fermées ou à branches infinies comme l’hy- 
perbole (!). Ce sont autant de cas du beau théorème de M. Cauchy 
sur le nombre des racines qui sont renfermées dans un contour 
quelconque, et dont la démonstration très facile et très simple pré- 
sente ce caractère particulier d’être indépendante de toute consi- 
dération de continuité. 


(*) Voyez sur ces questions l’extrait d’une Lettre que j'ai adressée à M. Bor- 
chardt et qui a été publiée dans le Journal de Crelle, t. 52. 


—_6 06 


SUR QUELQUES FORMULES RELATIVES 


A LA 


TRANSFORMATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, 


Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. XLVI. 


L'expression générale des quatre fonctions Ô sur lesquelles 
repose la théorie des fonctions elliptiques est, comme on sait, la 


suivante : 
—+ 0 


(A) Buv(æ)= D (— 1)" e 


AE. 


: u) 
ir | em Æ LT + NE (2 m4 | 
T3 


u et y étant zéro ou l'unité et w une constante imaginaire telle, 
qu'en faisant 
O = Wp—+ rw: 
on ait w, essentiellement différent de zéro et positif. Ces quatre 
fonctions sont définies, à un facteur constant près, par les équa- 
tions 
Ouv(r +1) = (—1)ôu,v(T), 


vtt + w) = (— 1) 04, v(x) era), 


et elles jouissent des propriétés exprimées par les relations sui- 
vantes : 

Ou,v (— æ)=(—1)" Ou,v( T ), 

Ou+a,v(T) = Pi] Buv(T), 

Ou,vr2(æ) = Ou,v(æ), 


2 


LU + ) ir(ur+ ER Re } 
2) 


dueu,vev (Tr) = By,v (x v7 


La première de ces relations montre que des quatre fonctions 6 
une seule est impaire, celle qui correspond aux valeurs u —1, 
vy— 1; les deux suivantes montrent comment la formule (A), quels 
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que soient les entiers 4 et y, ne donne effectivement que quatre 
fonctions distinctes; enfin la dernière permet d'exprimer ces 
fonctions par une seule d’entre elles. À ces relations nous join- 
drons enfin, bien que nous n’ayons pas à l’employer ici, la sui- 
vante, qui fournit des équations algébriques ou différentielles 
auxquelles satisfont nos fonctions, et où je suppose 


u—u'= a, v—v= b, 
SaVOIr . 
2 uv +7 )duv(r — 7)0%,0 (0) 00,8 (0) 
= y,y(x) duw,v(r)00() 0o,8(Y) 
Pl 1) Ou+1,v(t) Ou/+1,v (T) Out1,o(F) d1,8(y) 
are Ver 1) Ou v+t (x) Oui,v+1(r) Oxr11(9) 01,8+1(Y) 
Fu Ou,v+ (æ) Ou',v+1 (æ)0a1(7) 00,8+1 En) 


Cela posé, soient a, b, c, d des entiers tels, que ad — bc —k, 
k étant essentiellement différent de zéro et positif, faisons 


c + dw 
SE NE 
a + bw 


m—= au + bv + ab, 
n—=cu + dy + cd. 


IN Ou,v[(a + bw)æ] eitbta+bw)zt, 
on aura les relations fondamentales 


H(x+i) =(—1M (x), 
Hg E0)—=(— 1) I(x) e—kin(2x+Q), 


qui servent à exprimer [(x), quels que soient n et y, au moyen 
des quatre fonctions analogues à 6, mais relatives au module Q, et 
que nous représenterons par 

Ou,v(æ ). 


A cet effet, je désigne par T; une fonction homogène du degré z 
des carrés de deux des fonctions @; cela étant, on aura pour Æ im- 
pair cette expression très simple 


(x) = Om,n(z) Tri 


Laissant 1c1 de côté la détermination de ces fonctions désignées 
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par T;_,, je vais seulement, dans le cas de £—1, où T est une 


2 . . 
simple constante, en donner la valeur, qui exige une analyse assez 


délicate. 

Supposons le nombre b positif, comme on le peut toujours, car, 
s'il en était autrement on chercherait la formule de transformation 
relative au système des nombres — a, — b,—c, — d, ainsi quon 
y est autorisé par la nature de la condition ad — be —1, quinest 
pas altérée par ce changement et, cette formule trouvée, on en 
déduirait immédiatement celle qu'il s'agissait primitivement d’ob- 
tenir, la constante T restant la même ou changeant seulement de 
signe, comme il est aisé de le reconnaître par le changement dont 
nous parlons. Cela étant, on aura 


O1 


ER Sam 
V—1b(& bu) 
à étant une racine huitième de l’unité dont voici la détermination : 


12 
— - in (ac H?+2bC UV +bdV?+2abch+2abdv+ ab? c; 
4 


NN 
2—E€ ; 


et le signe du radical carré ÿ— tb(a + bw) étant pris de manière 
que la partie réelle de ce radical soit positive (1). 

Des cas particuliers de cette relation ont été déjà donnés par 
Jacobi dans un Mémoire sur l’équation différentielle à laquelle 
satisfont les séries 


Le pr LIT 
LEE 2 9 00 JE DENON EPSUEE 2Vq +2Vq +—92Vq5+... 


(Journal de Crelle, 1.34, et Journal de Liouville, traduction de 
M. Puiseux). Mas l’illustre auteur, laissant de côté la détermi- 
nation de à, se borne à annoncer que le signe de la constante 


a 


dépend de la quantité désignée par le symbole (> 


\ 


) dans 4140 








(:) Pour b — 0, la formule de transformation se réduit à l’équation suivante : 


iT 


0, (æ; w ) PROTS A 


m,n(Z,0 +), 


a étant un nombre entier arbitraire, m étant égal à u et n à &a(u +1) + v. 
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des résidus quadratiques. Ce fait si remarquable résulte, en effet, 
des propriétés de la série 


qui se trouve comme facteur dans la valeur de T. Soit d’abord 


bre 22, 
8 étant impair, on aura 


ÎT Fe le] 9 £ 3 ’ 
—(B(a3+12+(B—12+9, a = 
s = es ee > vb, 


si à estimpair, et 
ÎT 
Tes 


(3 (a B +12 +(B—1)2 + a? +1] ( <) V& 


lorsque 4 est pair. 
En second lieu, supposons D impair; alors on pourra déterminer 
deux nombres entiers m et n par l'équation 


a = mb — 8n, 


et l’on aura 





mi \ b—1\? 
s—=e. . (5) (T) Ve. 


Ces résultats (') se déduisent des formules données par Gauss 
dans le célèbre Mémoire intitulé : Summatio serierum qua- 
rumdam sinsularium; seulement j'ai fait usage, pour éviter 
autant que possible une énumération de cas, de la forme sous 
laquelle elles ont été présentées par M. Lebesgue dans un Mémoire 





(:) Peut-être n'est-il pas inutile d'observer que l’imaginaire #, qui figure dans 
la série s ou dans l’expression de cette série par les symboles de la théorie des 
résidus quadratiques, est absolument la même quantité qui entre dans la défini- 
tion des fonctions 8 par l’équation (A). Je ferai enfin remarquer que os se présente 


toujours, comme le produit de ÿb, par une racine huitième de l'unité; de sorte 
qu’en résumé la constante T a cette valeur 


€ 


RS où EL. 
Va + bw 
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a 


intitulé : Sur le symbole (3) et sur quelques-unes de ses appli- 


cations. Je remarque enfin que l'introduction des nombres ue et y 
d’une part, lt et n de l’autre, permet de résumer dans une seule 
équation, savoir : 


\ 


\ c + duw 

I(z)=04,,v{(a-- bu)r,u lemeerere Tôm,n (æ, Ur , 

ce que Jacobi nomme la théorie des formes en nombre infimi des 
fonctions 0, théorie sur laquelle il avait annoncé un travail impor- 


tant que la mort l’a empêché de publier. 


SUR QUELQUES FORMULES RELATIVES 


À LA 


TRANSFORMATION DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 





Journal de Mathématiques pures et appliquées, 2° sér., t. I. 





L'expression générale des quatre fonctions 4 sur lesquelles repose 
la théorie des fonctions elliptiques est, comme on sait, la suivante : 


A : uw) 
| — my [em + X + -- (2772 + | 
(A) Du,v(æ) _ ÿ Cr) de “5 : | 
nt 
— © 


u et y étant zéro ou l’unité et w une constante imaginaire telle 
que, en faisant 

W = Wo—+ LU], 
on ait w, essentiellement différent de zéro et positif. Ces quatre 
fonctions sont définies, à un facteur constant près, par les équa- 


tions 
, Buv(æ des ri )t Bu,v(æ), 


Buv( + w) = (— 1)" 0u,y(æT)e-irex+w), 


et elles jouissent des propriétés exprimées par les relations sui- 





vantes : 
uv (— x) == (— 9 Lo uv (æ ), 
Ou+o,v(æ) = (—1)" Ou,v(æT), 
uv (æ) = duv(r), 
A) ES ET it (tu ERA à 


La première de ces relations montre que des quatre fonctions 0 
une seule est impaire, celle qui correspond aux valeurs u—1, 
v==1; les deux suivantes montrent comment la formule (A), quels 
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que soient les entiers 11 et y, ne donne effectivement que quatre 
fonctions distinctes; enfin la dernière permet d'exprimer ces fonc- 
tions par une seule d’entre elles. À ces relations nous joindrons 
enfin, bien que nous n’ayons pas à l’employer ici, la suivante, qui 
fournit les équations algébriques ou différentielles auxquelles 
satisfont nos fonctions, et où je suppose | 


u— = a, v—v= $, 
SAMOITE 
20u,v(æ + ÿ) u,v(x —7)0%0(0) 05,8 (0) 
4 uv(r) du (r) Oxo) 05,8(7) 
CT) Ou) Ou+1i,v (Tr) Vario (Y) 01,8(7) 
ee Fe Ou ,v+1 (æ) Oy/-+1,v+1 (æ) Out, a 01,8+1() 
ms Buv+i CT) Du, æ) Our) 00,8+1 (9 )- 


Cela posé, soient à, b, c, d des entiers tels que ad— bc =k, 
Æ étant essentiellement différent de zéro et positif, faisons 


c + du 
HN DT 

m= a+ bv + ab, 

n = cu + dv + cd, 
HIDE buv[(a + bw)æ ]eirbla+bw)x?, 


on aura les relations fondamentales 


H(r+i1) =(—1)"N(x), 


D(x+Q)=(—1)"t H(x)e-kinx+Q), 


qui servent à exprimer (x), quels que soient x et v, au moyen 
des quatre fonctions analogues à 4, mais relatives au module Q, et 
que nous représenterons par 


Ou,v(x). 


À cet effet, je désigne par T; une fonction homogène du degré t 
des carrés de deux des fonctions 6; cela étant, on aura pour # im- 
pair cette expression très simple 


H(x) = Omn(r) Tx_1. 


Laissant ici de côté la détermination de ces fonctions désignées 


V4 
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par T,_,, je vais seulement, dans le cas de Æ—1, où Test une 
seal 


simple constante, en donner la valeur, qui exige une analyse assez 
délicate. 

Supposons le nombre D positif, comme on le peut toujours, car 
s’il en était autrement on chercherait la formule de transformation 
relative au système des nombres — a, —b, —c, —d, ainsi qu'on 
y est autorisé par la nature de la condition ad — bc —1, qui n’est 
pas altérée par ce changement, et, cette rormule trouvée, on en 
déduirait immédiatement celle qu’il s'agissait primitivement d’ob- 
tenir, la constante T restant la même ou changeant seulement de 
signe, comme il est aisé de le reconnaître par le changement dont 


nous parlons. Cela étant, on aura 





re 0 : 
V— ib(a + bw) 


5 étant une racine huitième de l'unité dont voici la détermination : 


1 
< TRE U2+ » be UV + bdV2+2abct+2abdv + ab?c) 
de € L 





et le signe du radical carré QT 1b(a + bw) étant pris de manière 
que la partie réelle de ce radical soit positive ("). 

Des cas particuliers de cette relation ont été déjà donnés par 
Jacobi dans un Mémoire sur l'équation différentielle à laquelle 


satisfont les séries 


&IT— LT ar NES 
20 tog Egg E.,, 2Vq+2Vq +2Vq5+... 


(Journal de Crelle, 1. 34 et Journal de Liouville, traduction 
de M. Puiseux). Mais l’illustre auteur, laissant de côté la détermi- 
nation de à, se borne à annoncer que le signe de la constante 
& 


5) Minnie ne 


dépend de la quantité désignée par le symbole ( 





(1) Pour b = 0, la formule de transformation se réduit à l'équation suivante : 


iT 
L 


— au 
% nn (T; W + a), 


9 


0,,(æ, were 


a étant un nombre entier arbitraire, m étant égal à pù et n à «(ui +1) + v. 
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des résidus quadratiques. Ge fait si remarquable résulte, en effet, 
des propriétés de la série 

ps a(psse) 


LES PR LAN NT AT L 


= 
F 


0 


qui se trouve comme facteur dans la valeur de T. Soit d’abord 


LE 24, 
8 étant impair, on aura 


iT 3(aB+1)2+(8—1)2 

mn ee ne Ne Re “ss = 

e + | LA 2 | (=) vb, 
P 


si 4 est impair, et 








j ; ( re CES 
ui peu detente 12+ a | 5 +: 
= w vs 4 Vo, 


En second lieu, supposons b impair; alors on pourra déterminer 


lorsque x est pair. 


deux nombres entiers m et n par l'équation 


a = mb —8n, 


2 ITA ET 
ee LA (a): ? vb. 


Ces résultats (!) se déduisent des formules données par Gauss 


et l’on aura 


dans le célèbre Mémoire intitulé : Summatio serierum qua- 
rumdam singularium; seulement j'ai fait usage, pour éviter 
autant que possible une énumération de cas, de la forme sous 
laquelle elles ont été présentées par M. Lebesgue dans un Mé- 
: . . : Ÿ d\ : 
moire intitulé : Sur le symbole (4 et sur quelques-unes de ses 


1 ications. Je remarque enfin que l'introduction des nombr 
applications. J que enfin que lintroduction d bres 





(!') Peut-être n'est-il pas inutile d'observer que l'imaginaire &, qui figure dans 
la série os ou dans l’expre<sion de cette série par les symboles de la théorie des 
résidus quadratiques, est absolument la même quantité qui entre dans la défini- 
tion des fonctions 6 par l’équation (A). Je ferai enfin remarquer que ç se pré- 
sente Loujours, comme le produit de Ÿb, par une racine huitième de l’unité; de 
sorte qu’en résumé la constante T a cette valeur 


€ 


Lee —— 
Va + bv 


où SR 





se 
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et y d’une part, tit et n de l’autre, permet de résumer dans une seule 
équation, savoir 
U(z) = 0p,v[(a + bw)z, w]Jeirèélatbwlx = TOu à (2 Fr) , 
a + buw 
ce que Jacobi nomme la £héorte des formes en nombre infini des 
fonctions 4, théorie sur laquelle 1l avait annoncé un travail impor- 
tant que la mort Pa empêché de publier. 
Pour établir les formules précédentes, je m’'occuperai d’abord 
des deux égalités 
H(r+1) =(—i)Mn(z), 
Ua +Q)=(—i} H(r)e-kirx+O), 


dans lesquelles, ainsi que je lai dit plus haut, on a 


m— ap +0v+ ab, 
n = cu + dy + cd, 


c + dw 


(Qh, == 
a + bw 


et 
k= ad'— bc. 


Pour cela, j observe que l’on peut écrire 


+ 00 


Il Ga) EE Ouv [( 4 —- b Oo) VÆ | eirb(a+buw)x? 2 eirlx,m), 
111 


er posant 


o(x, m)=b(a+bw)r? + (2m+n)(a + bw)r + (am + u)?— my. 
1 


Or cette fonction jouit de la propriété exprimée par l'équation 
suivante : 


o(r #1, m)—o(r, m+b)=2am+m=m (mod2), 


ue l’on vérifie par un calcul très facile, et il en résulte que l’on 
q Ï ) q 


peut écrire 
+ —+ 0 


(x +1) = Ÿ einpix+l,m) — (— [DLL ù einplx, m+b), 
sd } m 


— = 0) 


et, par suite, 
H(t+i1)=(—1wMI (x), 


car le nombre m devant prendre toutes les valeurs, depuis — 
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jusqu'à +, on peut, sans altérer la somme DA changer m en 


m + b dans la fonction o(x, m). 


Soil ensuite, pour un moment, 
+ œ 


H,(æ) ee eiTQx? Il ( Qx) =N ET RES 


mn 
— œ@ 


il est clair que la nouvelle fonction +,(x, m) sera liée à celle dont 
nous venons de parler par l'égalité 


Po(T, m)=4kQx?+v(Qx, m). 


Or, en recourant à la valeur de Q et réduisant les deux termes 
en +x?, on obtiendra immédiatement 


vo(X, m)= d(c+ dw)x?+ (om +u)(ce+ dw)x + sem + u)— my, 


de sorte que l’on peut passer de la fonction (x, m) à la fonc- 
on ©,(x, m) par le simple changement de «aetbencet d. Ona 
donc la relation 


Do(T+i, M)—po(x, m+d)=2cm+mæ=n (mod), 


et, par suite, celle-ci : 


H(z+1)=(—1iMIL(x). 


L) 


On en déduit que l’on a, relativement à la fonction I(x), : 


d’où, après avoir dans les deux membres supprimé le fac- 


inkQr2 


teur e et remplacé Qx par >, 


(x +Q)=(—1) ÉD 


Ces deux égalités démontrées, voici maintenant comment on 
parvient, dans le cas où l’on suppose £ = 1, à la détermination de 
la constante T dans l’équation 


; 2 ci 
Ouv[(a K". bw)æ, D lé ei ie NA E (æ. C Ai 


a + bw 


Remplaçant d’abord les fonctions par leurs développements et 
c + dw 


mettant pour cela dans le second membre Q@ au lieu de Te | 
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on aura 


+ 00 — 00 Q _ 
#2 , ir[(@m+mx+ T(2m+me| 
(A) > eTp?(æ,m) ut Ce LI ne, F 
nm 


ET. — æœ 


Cela posé, nous introduirons au lieu de #(x, m) l'expression 
WT) =ÆO(TiIn) MT, 
ce qui permettra de supprimer dans les deux membres de l’équa- 


ion précédente le facteur emirr, de manière à avoir 


LS Fe Q 
> | inV(x,m) > | mn ?T [2 ML LE M2 + mi | 
e Ÿ > = T (— 1) e Y 
m nl 
— 00 


00 


+ 


On en conclura, par suite, en intégrant entre les limites zéro et 


l’unité, 
Vie FT — 
: + rx m2 = - 
> eiT}x,m) 5, Te ou 
mt 
” 0 — oo 


et 1l s'agira maintenant d'obtenir l'intégrale définie du premier 
Q] D AE: . . \ 
membre. À cet effet, j'observe que la fonction d(x, m) donne lieu à 
cette relation 
d(r+i1,m)=Ÿ(x, n+b) (mod), 


ou plus généralement 


V(r+n, m)=VŸ(x, m+ nb) (mod2), 


n désignant un entier arbitraire. Supposons donc, comme 1l à été 
admis précédemment, que b soit différent de zéro et positif, et 
décomposons la série des nombres entiers m en b progressions 
arithmétiques dont la raison soit b, on aura 


+ co + 
> | eiTY x, mn) Le ù | eiTY x, nb) 
m2 n 
— @ — 
+ œ 
+Y ei æ,nb+1) 
n 
— © 


2109 
53 > eiTYx,nb+2) 
1 
— œ@ 


—+ © 
n NS er TYæ,nb+6- D 
n 
— © 
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Or, en vertu de la propriété de la fonction d(x, m), cette rela- 
tion pourra encore s’écrire 


+ 00: \ + © 
eiRYx,m) se > | ei RYx+n,0) 
7 


— — 


—+ © 
mn > eRYx+n,1) 
I 
— © 


+ 
Le D etTYx+n,2) 
n 
——, Q0 


+ © 
ns > ei TYE+R,b—1) 
21 
10) 


Ainsi l'intégrale définie cherchée 


Vies 
ënmV(x,m) 
> en pen) Go 
m 
0 — 


se trouve exprimée par la somme d’un nombre b d'intégrales telles 


que 
A1 + oo 
TT PANES 
Ÿ ets (x+n, 0) dx, 
Æ 
e/ 0 Fe 


e formant la suite des valeurs 0, 1, 2, ..., b — 1. Maintenant, en 
vertu d’une transformation bien connue de ces sortes d'expressions, 


on à simplement 


1 Pe —+ © 
Ÿ CERN TER CAPE) dx, 
sd 
0 21e — © 


de sorte que l’on parvient pour la détermination de T à cette 


relation 
—+ œ 


nue ; b—1 
T PR DRE >» et) Jr. 
p 


co 


Les intécrales qui v figurent s’obtiennent par la formule 
5 qu'y ns 


He k pr — qè 
I Here cp 
e #i 


V2 ip 





ep +qx+r) dx = , 





—00 
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où le radical carré ÿ— 1p est pris de manière que la partie réelle 
soit positive. Ce résultat est dû, comme on sait, à M. Cauchy, et 
a été donné par l’illustre géomètre dans les,anciens Æxercices 
mathématiques. On en conclut par un calcul très facile la valeur 
de la constante T, qui se présente d’abord sous cette forme (!) 





V—ib(a + bw) 
Ô ayant pour valeur 


iT 
Trad U1—21Um +dm?— ab?) 
4 


Pour prouver ensuite que à est une racine huitième de l’unité, 
il faut remplacer M par sa valeur 


au + by + ab, 
et l’on parvient ainsi, en faisant usage de l’équation 


ad — bc =:1, 
à l'expression 
à — A (ac 2+2bcUVv+bdvV +2abct+2abdv + ab?c) 
DIRE # 
Quant à la réduction aux symboles de la théorie des résidus 
quadraliques par les formules de Gauss de la somme 


b—1 « (e—5e) 


MT 
PAC SETRE 
p 


je pense qu'il suffit d’avoir donné les résultats du calcul sans 
rapporter le calcul lui-même qui est sans difficulté, et je terminerai 
cette Note en donnant les formules pour l'expression des fonc- 
uons Il(z) par les fonctions Gxn(z) au module Q lorsque le 
nombre Æ = ad — bc est pair. 





(!) On a supposé à positif. La formule donnant T subsiste, quel que soit le 
signe de b, en convenant que la somme E s'étend aux valeurs 0, 1,2, ..., 8 — 1, 
où $ représente la valeur absolue de à. 
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Pour cela Je disunguerai deux cas : 





fs (M+HI)(n +1) = (mod 2). 
Alors, pour my = 0 (mod2), on a 





et pour uv =1(mod2), 


(x) — @0,0(€) 80,1(%) 81,0(&) 811%) Tx-s: 


A 


2. (m+i)(n+i)=o (mod 2). 





En supposant encore uv = 0 (mod2), on aura 


I(T) = Om,0(Z) Bon(T) Ts, 


et pour uy = 1 (mod2), 


IH(x) — 8:,1(T) Om+i,n+1(T) To. 
2 


T;, comme il a été dit précédemment, désigne une fonction de 
degré c des carrés de deux des fonctions ©. Je me réserve de revenir 
dans une autre occasion sur ces formules pour la transformation 


des fonctions elliptiques, qui représentent pour un ordre donné 
une classe de transformations qu'il importe de considérer d’une 


manière particulière dans l’ensemble de toutes les transformations 


possibles. 


FIN DU TOME I. 
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